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Convegno “Educare alla razionalità. In ricordo di Paolo Gentilini”

Sestri Levante, 9 giugno 2016

——————————————–

——————–

1

Pene d’amor perdute: insegnare logica

Gabriele Lolli

Convegno “Educare alla razionalità. In ricordo di Paolo Gentilini”
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Se gli allievi non capiscono, il torto è dell’insegnante che
non sa spiegare. Né vale addossare la responsabilità alle
scuole inferiori.

(Peano, 1925)

Dobbiamo prendere gli allievi come sono, e richiamare
ciöche essi hanno dimenticato, o studiato sotto altra
nomenclatura.

The great Failure

Florilegio da prove di Logica matematica
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Prova del 1 dicembre 2001

Domanda:

3. I cigni sono bianchi. Ho visto un’anatra nera. Allora non

tutte le anatre sono cigni.

a) Formalizzare l’argomento. È corretto? Come lo si può dimo-

strare?

b) Segue logicamente dalle due premesse che tutte le anatre non

sono cigni? Perché?
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Risposte a 3

• “A(x) = animali

C(x) = colore

x = cigni

y = anatre

8x(C(x))

9y(¬(C(x)))

8x(A(x, y) ^ (x) ^ 9y(A(x, y) ¬C(y) ! ¬8x(x 6= y)”.
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• “C(x) x è un cigno bianco

A(x) x è un’anatra nera

(8x(C(x)) ^ 9x(A(x))) ! ¬8x(A(x) ^ C(x))”.

• “Allora non tutte le anatre sono cigni, si può anche esprimere

come esiste qualche anatra che è un cigno”.
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Prova del 14 dicembre 2001

Domande:

2. Tutti i cigni sono bianchi. Nessun corvo è bianco. Segue

logicamente da queste premesse che nessun corvo è un cigno?

Perché?

3. Tutti i cigni sono bianchi. Nessun’anatra è un cigno. Segue

logicamente da queste premesse che nessun’anatra è bianca?

Perché?
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Perché?

Risposte a 2 e 3

5
• “La frase ‘Nessun corvo è bianco’ può essere vista anche

come ‘esiste un corvo che non è bianco’ ”.

• “Se assumiamo solo la caratteristica del colore, le anatre,
non essendo cigni bianchi, non sono bianche”.

• “La conclusione non segue dalle premesse in quanto una delle
premesse coincide con la stessa conclusione”.
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Perché?
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Perché?
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5

Prova del 14 dicembre 2001

Domande:

2. Tutti i cigni sono bianchi. Nessun corvo è bianco. Segue
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Risposte a 2 e 3

5
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Prova del 3 novembre 2004

Domande:

1. Per conquistare la principessa, Aladino deve scegliere di aprire

una di due scatole A e B; sa che in una c’è un anello di fidanza-

mento, nell’altra un serpente velenoso. Sulla scatola A è scritto:

“Almeno una di queste scatole contiene un anello”; sulla scatola

B è scritto: “Nella scatola A c’è un serpente velenoso che uccide

all’istante”. Ad Aladino viene detto che o entrambe le scritte

sono vere, o entrambe false. Quale scatola apre?

Risposte a 1

7
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• Aladino: “Per intuizione possiamo dedurre che la scritta su

A è vera, e di conseguenza . . . ”.

• “Siccome B dice il contrario di A, allora A e B non possono

essere tutte è due false quindi sono tutte e due vere”.

• “Se A è vero anche B è vero perché se una proposizione inizia

con una verità e finisce con una verità allora la proposizione

è vera.

Se invece la proposizione inizia con una frase falsa e finisce

con una frase falsa allora la proposizione è falsa”.

8
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Varie

1. Per scrivere “nessuno se la cava sempre”, con il suggerimento

di usare R(x, t) per “x se la cava nell’occasione t”, il meglio

(nel senso che almeno è una formula) è

¬8x8tR(x, t).

9



2. Formalizzare “Su due persone, una è stupida”:

• 8y9x(x = y/2 ! S(x))

• 8x{2x ! 9x|S(x)}

10
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3. Formalizzare “Il successore di un primo maggiore di 2 non è

primo”:

• Sia 0 un numero generico

Sia 0’ il suo successore

¬(0 < 2) ^ pr(0) ! ¬pr(00)

• 9x(0 < x ^ pr(x) ! 8y(x · x0 = y))

• 8x(pr(x) ^ (x = x · x) ^ par(x) ! 9y(y = x+1) ^ ¬9y(y|y)

• 8x9y(0 < x < y ! ¬y0)
11
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“omni progressu de Mathematica responde ad introductione de

signos ideographico vel symbolos” (Peano, 1908)

(Peano, 1888)

“Esempi. Il lettore, per abituarsi ne’ segni introdotti può in-

terpretare in linguaggio ordinario le seguenti proposizioni, in cui

a, b, . . . , x, y, . . . rappresentano numeri reali e finiti:

(a < b) = (b > a); . . .

(x+ y = a) \ (x� y = b) = (2x = a+ b) \ (2y = a� b); . . .

(x2 � 3x+2 > 0) = (x < 1) [ (x > 2), . . .”.
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La matematica è un linguaggio?
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solo quei discorsi, appunto, e che ogni riferimento ulte-
riore costituisce una assunzione “naturale” (se si parla,
si parla di qualcosa, e questo qualcosa avrà un tipo di
esistenza, se non altro interna a noi), ma è terribilmente
impegnativo.

(Pagli 2014)

ricostruzione razionale

Rudimenti del linguaggio matematico

Occorre rendersi conto del fatto che tutto quello che di

fatto abbiamo nella matematica sono dei discorsi, del-

le frasi che partono da alcune immagini mentali troppo

soggettive e vaghe e fluttuanti per dar luogo a un’onto-

logia a�dabile, oggettiva o almeno intersoggettiva. [. . . ]
[B]asta un attimo di riflessione per avvertire che concre-
tamente tutto quello che abbiamo sono solo quei discorsi
[. . . ]

(Pagli 2014)

13



Quando pensiamo alla matematica ci vengono in men-
te pagine interminabili fitte di simboli e formule. [I] due
milioni di pagine [prodotte ogni anno dai matematici],
però, contengono piü parole che simboli: le parole spie-
gano l’antefatto del problema, lo svolgimento delle di-
mostrazioni, il significato dei calcoli e il posto del tutto
all’interno del sempre crescente edificio della matemati-
ca. Come osserò il grande Carl Friedrich Gauss attorno
al 1800, l’essenza della matematica sono “le nozioni, non
le notazioni”. Idee, non simboli.

(Stewart 2013)
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+

<

minore

vera funzione dei simboli

“costituiscono una nuova classificazione delle idee”. (Peano
1915)

15

linguaggio oggetto metalinguaggio

più
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(Peano, 1888)

“Esempi. Il lettore, per abituarsi ne’ segni introdotti puÚ in-
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I segni hanno sempre lo stesso significato, mentreché le
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+

<

minore

vera funzione dei simboli

“costituiscono una nuova classificazione delle idee”. (Peano
1915)

15

linguaggio oggetto metalinguaggio

più
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+

<

minore

vera funzione dei simboli

“[C]ostituiscono una nuova classificazione delle idee”.

(Peano 1915)

15

linguaggio oggetto metalinguaggio

più

+

<

minore

vera funzione dei simboli

“[C]ostituiscono una nuova classificazione delle idee”.

(Peano 1915)

15

linguaggio oggetto metalinguaggio

più
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piü facili”.

“uso de symbolismo de logica es necessario; nam ideas que oc-
curre in isto libro, es plus abstracto que ideas de lingua fami-
liare; nullo vocabulo de lingua commune habe sensu exacto de
symbolos”. (Peano 1913)

I segni hanno sempre lo stesso significato, mentreché le
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parole ne hanno parecchi. Per tradurre in simboli una
proposizione ordinaria, occorre analizzarla, vedere il signi-
ficato che vi hanno le varie parole, e rappresentare questi
significati coi simboli equivalenti; si errerebbe assai se si
sostituissero senz’altro i simboli ",\,[, . . . al posto delle
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Una volta a↵errato il concetto, “Symbolismo da alas ad mente de homo;
sed suo usu exige studio et labore”.13

3 Linguaggio e metalinguaggio

Abbiamo comunque un primo repertorio di frasi semplici (tecnicamente enun-
ciati atomici), del tipo:

1 + 1 = 2, 2 < 3, 2 + 3 = 5, 2 + 3 < 7

e cos̀ı via, che vengono subito espresse in forma simbolica. L’apprendimento
corretto di queste frasi avviene, penso, attraverso problemi.

Ognuna di queste frasi ha una versione in lingua naturale. Ciascuna può
essere derivata dalla soluzione di un problema verbale che potrebbe anche
essere risolto senza formalismo. Tuttavia l’individuazione di tale repertorio,
che è un’operazione metalinguistica, può avvenire a questo stadio solo sulla
base del formalismo, perché dire che cosa è la matematica per ora è impossi-
bile. Nello stesso tempo si impara anche un algoritmo per produrre infinite
di queste frasi, senza riferimento a problemi reali, ma come pura applicazione
di regole. Non è detto si sia consapevoli della produttività infinita, ma di
fatto si confida nella magia del “+1”.

Quando si passa a frasi più impegnative?
Alcune frasi si ottengono da altre precedenti, con semplici modifiche; per

esempio da 3 < 5 si può arrivare ad a↵ermare 4 < 6, ma senza appello a
leggi generali, piuttosto con le manipolazioni che Hilbert riteneva tipiche dei
metodi fiinitari (composizione e scomposizione di successioni di bastoncini, e
loro confronto).14 Queste leggi possono tuttavia essere a↵ermate – indipen-
dentemente da come sono apprese o capite – e allora si ha un passo avanti
decisivo.

Viene l’ora per esempio in cui si a↵erma che “la somma è commutativa”.
Corrisponde forse a quando un bambino dice per la prima volta frasi come
“l’amicizia scalda il cuore”, che non succede tanto presto.

o x è nero) ! x ha un’anima”, la seconda con “(x è bianco ! x ha un’anima) e (x
è nero ! x ha un’anima)”. La legge logica che permette di dimostrare l’equivalenza è
A _B ! C $ (A ! C) ^ (B ! C).

13[Peano 1913, p. 390]. Peano ha trattato spesso l’argomento, si veda anche il già citato
[Peano 1915].

14Per i riferimenti a Hilbert e al finitismo si veda [Lolli 2016].
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Corrisponde forse a quando un bambino dice per la prima volta frasi come
“l’amicizia scalda il cuore”, che non succede tanto presto.
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[Peano 1915].

14Per i riferimenti a Hilbert e al finitismo si veda [Lolli 2016].

15

produttività
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Corrisponde forse a quando un bambino dice per la prima volta frasi come
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attraverso leggi

“la somma è commutativa”

“la somma di � e � è . . . ”
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attraverso leggi
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3 Linguaggio e metalinguaggio

Abbiamo comunque un primo repertorio di frasi semplici (tecnicamente enun-
ciati atomici), del tipo:

1 + 1 = 2, 2 < 3, 2 + 3 = 5, 2 + 3 < 7

e cos̀ı via, che vengono subito espresse in forma simbolica. L’apprendimento
corretto di queste frasi avviene, penso, attraverso problemi.

Ognuna di queste frasi ha una versione in lingua naturale. Ciascuna può
essere derivata dalla soluzione di un problema verbale che potrebbe anche
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Alcune frasi si ottengono da altre precedenti, con semplici modifiche; per
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Linguaggio e ragionamento

“La matematica non è semplicemente un’altra lingua.

La matematica è un linguaggio più un ragionamento;

un linguaggio più la logica, è cioè uno strumento per ragionare”

(Feynman, 1965)
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“La matematica non è semplicemente un’altra lingua.
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(Feynman, 1965)

19

Linguaggio e ragionamento
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Le complessità evidentemente enormi della natura, con
tutte le sue strane leggi e regole, ognuna delle quali vi
è stata attentamente spiegata, sono in realtà legate in
maniera molto stretta. Tuttavia se non apprezzate la
matematica non potrete capire, nella grande varietà dei
fatti, che la logica vi permette di passare dall’uno all’altro.

Sembrerebbe incredibile che io possa dimostrare che aree
uguali sono spazzate in tempi uguali se le forze sono
dirette verso il sole [. . . ].

Una [. . . ] cosa molto strana e interessante nella relazione
tra fisica e matematica è il fatto che con argomentazioni
matematiche si può far vedere che è possibile cominciare
da molti punti apparentemente diversi e tuttavia trovare
la stessa cosa.
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Le complessità evidentemente enormi della natura, con
tutte le sue strane leggi e regole, ognuna delle quali vi
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Il calcolo logico era già disponibile, anche se “[c]ertamente que-
sto in origine fu creato sotto tutt’altri punti di vista ed è perciò
che anche i segni del calcolo logico furono introdotti originaria-
mente solo per la comunicazione”.

(Hilbert 1925)

i livelli linguistico e metalinguistico sono entrambi completi e
speculari

padroneggiare la logica significa usare con la stessa naturalezza

la logica naturale e quella formale
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Illos que, per defectu de exercitio, judica que symbolismo
es ligamen, non es obligato ad adopta illo. Nos strue novo
instrumento, et non destrue instrumentos existente.

[. . . ]

me puta lingua plus limpido et claro, si non habe elemen-
tos inutile [. . . ]. Ratione secundario es suo intelligibilitate
immediato, superiore ad omni lingua naturale.

(Peano 1913)
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questo gioco di formule si svolge secondo regole de-
terminate, nelle quali si esprime la tecnica del nostro
pensiero.

(Hilbert 1927)

descrivere l’attività del nostro intelletto, redigere un pro-
tocollo delle regole secondo cui procede realmente il no-
stro pensiero. Il pensiero si svolge sempre parallelamente
al parlare e allo scrivere, formando ed allineando propo-
sizioni.

Questo gioco di formule permette di esprimere unitaria-
mente tutto il contenuto concettuale della scienza mate-
matica e di svilupparlo in maniera tale da rendere chiare le
interconnessioni dei singoli teoremi e dei singoli risultati.
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