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TEORIE DEL PRIMO ORDINE DA UN PUNTO DI VISTA DI
COSTRUTTIVISMO “INGENUO”: COMPATIBILITA COSTRUTTIVA DI
PRINCIPI MATEMATICI E LOGICI IN UN SISTEMA DEDUTTIVO “GRANDE”

PIERANGELO MIGLIOLI, UGO MOSCATO, MARIQO ORNAGHI
Dipartimento di Scienze dell’Informazione dell’Universita di Milano

1. Introduzione,

In [10] abbiamo esposto vari risultati di costrutti-
vith per sistemi formali del primo ordine T+L, dove T
(una teoria nel senso di [3]) & un insieme di formule
chiuse (gli assiomi matematici) e I indica una logica
(un apparato deduttivo) intermedia fra quella intuizio-
nista del primo ordine con identitd INT e guella clas-
sica del primo ordine con identitd CL {qui, come in[ld],
indicheremo con "THL A" i1 fatto che A 2 deducibile nel
sistema T+L; data una teoria T, si possono costruire,
fra gli altri, il T-sistema intuizionista T+INT e il
T-sistema classico T+CL; poichd, come in [10], saremo
interessati a sistemi T+L che risultano consistenti sse
il T-sistema classico lo @&, assumeremo che L contenga
il principio di Kuroda Vxa-A(x) —> 11VxA(x), che de-
noteremo con (K); la presenza di (K) in I fa sl, come @
noto [13], che valga T £qq4 sse Tl 4).

La nozione di ‘costruttivitd' considerata in [10]
corrisponde al punto di vista del cosiddetto 'costrut-—
tivismo ingenuo'. In effetti, un sistema S=T+L viene
considerato costruttivo se soddisfa le proprieth della
disgiunzione PD (THF~AvB === Tt- 4 o T B per AVB
chiusa) e dell'esplicita definibilitd PED (T & Jxa(x)
= esiste t chiuso t.c. T~ A(t), per JxA(x) chiu-
sa); e ta8li proprietd non individuano univocaemente une
semantica o, data T, un sistema formale (come & noto,
non esiste il pil grande sottosistema massimale del
T-sistema classico che soddisfi PD e PED [13] ; pos-
sono esistere solo sottosistemi massimali di questo
tipo). Ma l'ipoteca di carattere negativo sottintesa
dalla qualificazione 'ingenuo' ha corrisposto, secondo
noi, & una carenza di sviluppi di ricerca che estenda~
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no in maniera significativa il tradizionale contesto
intuizionista., Inoltre, per quanto riguarda la possi-
bilith di usare sistemi formali per problemi informa-
tici queli la sintesi dei programmi [2,4,7,9] (che ha
costituito la motivazione originaria delle ricerca e-
sposta in [10] ), riteniamo che le proprietd costrut—
tive rilevanti siano PD e PED (quesSto & prescindere da
questioni di complessith e di reale praticabilitd, per
cui non esiste, d'altra parte, alcuna evidenza a favo-
re di semantiche ‘non ingenue' quali la semantica inte-~
sa dell'intuizionismo).

In questo ordine di idee, al di 1l& delle stesse mo-
tivazioni informatiche, lo scopo di [10]& stato quello
di offrire una panoramica di risultati abbastanza ampia
da costituire un primo embrione per una classificazione
delle mutua 'compatibilitd cositruttiva'di vari principi
matematici e logici in sistemi formali fgrandif, Il si-
gnificato del termine 'grandi' & spiegato in [IQJ: si
vuole mettere in evidenza il fatto che tali sistemi in-
tendono essere, e sono, pil potenti dei sistemi costrut-
tivi usualmente trattati in letteratura; in tal senso,
non si vuole scegliere (giustificare) un particolare o-
rizzonte semantico e individuare gqualche sistema forma-
le che ad esso si adegui (secondo un teorema di validi-
t4 e completezza), ma si intende individuare i pit am-
pi frammenti possibili di certi sistemi classici che
soddisfino PD e PED e che siano al tempo stesso effet-
tivi (ciod assiomatizzabili),

I nostri risultati sono stati ottenuti mediante una
tecnica che mescola aspetti sintattici con aspetti pro-
priamente semanticij in [10] essi sono presentati senza
dimostrazione e la tecnica & illustratg,molto & grandi
linee, soltanto in un caso e soltanto negli aspetti se-
mantici (paragrafo 4, Teorema 3). Il presente articolo
si propone di integrare [1@], illustrando in sufficien-
te dettaglio tale tecnica: allo scopo, tratteggeremo la
dimostrazione di uno dei teoremi di [10](il Teorema 5)
che richiedono l'uso delle tecnica nella suas forma pilt
articolata, Riteniamo che tale esposizione possa risul-
tare interessante, non solo per guanto riguardas gli a-
spetti genersli e quelli sintattici della dimostrazio-
ne, ma anche perche coinvolge una particolare 'seman-
tice non ingenua' (una variante della gquale & stata e-
sposta in [9]) che costituisce una delle possibili
generalizzazioni al primo ordine della semantica pro-
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posizionale di Medvedev [E,lil (osserveremo comunque
che i vari risultati di [10] richiedono varie semanti~-
che 'costruttivamente incompatibili*, che devono essere
specificate di volta in volta, in dipendenza del siste-
ma formale di cui si vuole dimostrare la costruttivitag
per una esposizione completa della nostra ricerca ri-
mandiamo al rapporto interno (8] ).

La presentazione che daremo si articoleri nei seguen-
1i punti, Nel paragrafo 2 esporremo la semantica, basa-
ta sulla nozione di ‘forma di valutazione' [9,11] . Es-
sa’ci permetterd, data una teoria T, di definire l'in-
sieme di formule Costr(T) incluso nel T-sistema classico
generato da T e includente il T-sistema intuizionista,
Lt'insieme Costr(T) risulta chiuso rispetto a PD e a FED,
me in generale non & effettivo. Cosi, nel paragrafo 3
definiremo una classe di teorie T incluse in Gostr(T) e
un'empie classe di prineipi logici che permettono di ot-
tenere sistemi 'grandi' ed effetiivi T+L inclusi in
costr(T), I sistemi del paragrafo 3, pur essendo conte-
nuti in Costr(T), non soddisfano necessariamente PD e
PED. Nel paragrafo 4 indeboliremoc la logica L del para-
grafo 3 (che, come in [10], sard chiamata ESTIKA2) nella
logica L' (che, come in [10], sard chiamata DESTIKA2),
in modo ds ottenere sistemi T+L' (ancora ‘grandi') in-
clusi in Costr(T). A partire da gquesta inclusione, la
particolare forma dei principi logici di L' e degli as-
siomi di TP ci permetterd di applicare la nostra tecnica
sintattica, che noi chiamiamo "tecnica delle collezioni"
[ﬁ,ll] , per dimostrare che i sistemi T+L' soddisfano PD
e PED. E' questo il risultato finale di costruttivitad a

cui perverremo,

2. L'ambito costruttivo Costr(T).
assumeremo che l'insieme Term(Y ) dei termini chiusi
del linguaggio Y di T non sia vuoto. Per ogni sey defi-
niremo 1l'insieme Ht(A) delle forme di valutazione di A
(indicate da simboli quali “Iﬁj’induttivam?nte cogelie—
e: 1)4(a)={ Al per A atomica o negate (cioé, della
grma A?—-,B); {2)§'34(BA ¢)= ¥(B) x ¥ (¢) (i1 prodotto car-

tesiano ai *H(B) e 'H(c)); 3)H(BvC)=( H(B)x{0f)u

v ( 234(0))({15) (1'unione disgiunta di (B) e )34(‘0));
[6:) P . .

4) M (B—0)="%(c) (1'insieme di tutte le funzio-

ni de B(B) a '§(c)); 5) (3= L& ucg) < b

5(6)> /() € (Bt} 5 6) F(VxB(x)) ={£/f & una
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funzione che associa, ad ogni t € Tern( una
é?‘(B(t))_g . ¥), ¥(t) ¢

Per ogni modello M di T, per ogni Ae¥ e per ogni Ye
€ ’J'(4), definiremo la relazione "M k= X Z ® vera in
4;\’\ , o M soddisfa X ) indutiivamente come segue:
1)rer A atomica o negata, M= X sse Mk4a (qui X=4):
2) se §=<§,5>69‘(BAC), allora M =X ssf ’M(}qzﬁ e ’?’21’#5;
3) se I=¢B,0>€(Bvc), allora M FX sse MEY; se X=
= £C,1>€M(Bvc), allora M X sse MEY; 4) e E=B¥ace
€ "3‘\(3——)0), allora ’WH:X sse valgono entrambe le condi-

zioni: a) M\ = B—>C; b) per ogni Be¥ (B), se vale Me ¥
vale anche M EBYX3 c(X) (aove B¥y0(¥), appartenente a
(c), & il valore della funzione B¥DC per 1'argomento
); 5) se X=ct,B(1)> g’a'(axB(x)), allora WYX see
M EB(t); 6)se X=- V¥B(x)e Y (VxB(x)), allora MEY
sse valgono entrambe le condizioni: a) M EVxB(x);
b) per ogni t ¢Term(Y )Y, M F=VXB(x)(t) (dove VXB(x)(t)
indica i] valore della funzione VXB(x) per l'argomento t).

Si ha banalmente: se esiste X €& H(4) t.c. /Wh':X, allo-
ra M F=A. In generale non vale il viceversa,

pata Aef e XGQ‘(A), porremo 'I‘|=X (X & T-valiga) sse,
per ogni modello M ai T,/MF X, -

Denotando con "U(A)" la chiusura universale di A (che
coincide con A se A & chiusa), potremo cosl definire 1'in-
sieme di formule Costr(T): v
Costr(T)= {_A/esiste ¥(a) € ’J‘(U(A)) t.c. Tl U(A)?}.

Si ha banalmente: Costr(T) & incluso nel T-sistema clas-
sico generato da T (nell'insieme di formule dimostrabili
in T4CL). :

Come in flo , chiameremo JKA la logica ottenuta aggiun-
gendo a INT il principio (K) e la famiglia di formule

(AT): =7 A—>A per opni A atomica.
L'aggiunta di (AT), combinata con quella di (K), ci sa-

ra utile in seguito,
11 seguente teorema (una sorta di teorema di validitk)

¢ dimostrato per esteso in [8] : .
Teorema 1, a)Costr(T) ¢ chiusd rispetto a PD e a PED;
bl)se P C Costr(T) e pHEA A, allora & €Costr(T), 4F

Per quanto riguarda la teoria T, non & detto che valga

T Costr(T), cosl S=T+IKA pud non essere incluso in
Costr(T). Nel prossimo paragrafo caratterizzeremo una fa-
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miglia di teorie che ci permetteranno di ottenere (utiliz-
zando anche logiche che estendono IKA) sottoinsiemi effet-
tivi di Costr(T). ’

3. Sottosistemi effettivi di Costr(T).

Dovremo anzitutto introdurre slcune nozioni.

Diremo che una teoria T formalizza completamente un mo-
dello isoiniziale sse T soddisfa le seguenti condizioni: .
a) per ogni formula atomica chiusa A, T}(—LA o Tt o4 (di-
remo che T & atomicamente completa); b)esiste un modello
M ai T, detto isoiniziale, tale che ogni elemento del

supporto di‘M & denotato da almeno un elemento di Term(¥).
Le teorie con modello isoiniziale sono definite in [1,

2] come quelle teorie per cui esiste un modello (isoi-
niziale) che pud essere immerso isomorficamente in un sol
modo in ogni altro modello di T, Iwvi tali teorie

sono proposte come quelle che caratterizzano la nozione
informatica intuitiva di "tipo di dati astratto". Come
stabilito in [2,9,§], ogni teoria con modello isoiniziale
pud essere estesa, senza alterarne l'assiomatizzabilita
e in modo essenziale la classe dei modelli, in una teoria
che formalizza completamente un modello isoiniziale: ba-
sta aggiungere un diagramma ricorsivo del modello isoini-
ziale (che esiste sempre se T @ assiomatizzabile),

Vale il seguente fatto [2,9,8];.
Teorema 2. Se T formalizza completamente un modello isoi-
niziale, allora, per ogni formula chiusa priva di gquanti-~
ficatori F e per ogni modello M di T, ‘M = F sse TISkF
(in particolare TEEF o T ¥&.F).

Come gid visto, la presenza di (K) in IKA fa sl che
P Sk sse THEA .4 (per ogni A); cosi, la presenza in
IKA di (AT) fa si che, per ogni A atomica, THSL A sse
TP’L‘-A. A partire da questo fatto e dal Teorema 2, Si ot-
tiene facilmente per induzione (si veda anche [2, 8]):
Teorema 3. Se T formalizza completamente un mode}lo isoi-
niziale, allora, per ogni 'i"cog'mula chiusa priva di quanti-
ficatori F, THFEF sse T b——F.

Anche se T formalizza completamente un modello isoini-

ziale, non & detto che valga T< Costr(T); perchd questo
si dovranno imporre particolari restrizioni alle

avvenga,

formule di T. v
Diremo che A & una V3 -formula sse A=V£3_IF§E'I?’ do-

ve F(x,y) & priva di quantificatori. Le quantificazioni

universali e/o quelle esistenziali possono essere vuote;
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cosl, come casi particolgri di v3i ~formule, avremo 1le
formule prive di guantificatori, le V —formule (della for-
ma VxXF(x) con F(x) priva di quantificatori), o le J -for-
mule (della forma 3Jx=F(x), con F(x) priva di quantifica-
tori). - -

Diremo che A & una VY1 -formula sse A soddisfa una delle
seguenti clausole induttive: 1) A 2 una Y -formula; 2) A
¢ una formula negata; 3) A=BANC, e B e C sono V7 -formule;
4) A=B—3C, e C & una V- -formula (B & arbitraria); 5) A=
=V xB(x) e B(x) & una V1-formula,

Ovviamente, esistono Y J-formule che non sono V -
formule, e viceversa, L'insieme delle V+-formule conti-
ene, come 8i vede immediatemente, l'insieme delle Harrop
formule [13], 3

Le nostre teorie avranno Y J-assiomi o V-a-assiomij;
oltre a questi assiomi, esse potranno contenere (senza
alcuna restrizione negli schemi) lo schema di induzione
strutturale (SIND) e lo schema delle catene discendenti

(spe). , )

Lo schema (SIND) & cosl specificato:

(SIND): A(CL)A. .M (em) AV XL .. Y/ xk1(A(x1)A. .AA(xKD)—)
—>A(£L(xL, .., xk1)))A . AVxL. . Vxkn(A(x1)A. .AA(xkn) —>
—>A(fn(xl,..,xkn))) >Vya(y), per ogni A del linguaggio
(dove ¢l,..,cm sono costanti del linguaggio e dove f1,..
., fn sono simboli di funzione di aritd, rispettivamente,
k-lyoc,lm)o )

Diremo che T contiene (SIND) mppropriatamente sse
(SIND) 2 uno schema diT, e T formalizza completamente un
modello isoiniziale M), e ogni elemento del supporto di

2 rappresentato da un termine chiuso costruito uni-
camente con le costanti cl,..,cm e con i simboli di fun-
zione fl,..,fn. ' o

Lo schema (SDC) & cosi specificato: ‘
(spc) 3 xa(x)AVx(A(x)—>3 y(A(y) Ay <x)VB) —>B, per ogni
A e B del linguaggio, x non libera in B.

Diremo che T contiene (SDC) appropriatamente sse (soc)
& uno schema di T, e T formalizza completamente un godel-
1o isoiniziale M, e T formalizza < come una relezione
‘irriflessiva e transitiva che & ben fondata su .

Usando la logica classica, si pud dedurre (gIND) da
(sDC). Questo non vale per le logiche gostruttlye @i que-
sto articolo, per cui (SIND) e (SDC) risultano indipen-

denti . pd

piremo ora che T @ Costr(T)-adeguate sse T soddisfa le
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seguenti condizioni: 1)7T formalizza comple tamente ‘un mo-
dello isoiniziale; 2) eventualmente, T contiene (SIKD).
e/o (SDC) appropriatamente; 3) tutti gli assiomi 4i T che
non sono istanze di (SIND) o ai (SDC) sono VJI-formule o
V’l ~formule,

Per ung dimostrazione del seguente teorema rimandismo
il lettore a [8] (i Teoremi 2 e 3 sono utilizzati per
trattare i V3 -assiomi e iVy-assiomi di T):

Teorema 4, Se T @& Costr{T)-adeguata, allora T\lﬂﬁ. impli —

ca A€ Costr(T). 4f

Ci proponiamo ora, per teorie T Costr(T)-adeguate,
di estendere i sistemi T+IKA in sistemi 'grandi'; per
far cid, dovremo estendere la logica IKA, Il seguente
teorema, gia enunciato in [9], risulta fondamentale a
questo proposito; per una sua dimostrazione (che, pur
essendo interessante, occuperebbe uno spazio eccessivo
nel presente contesto) rimandismo il lettore a[8_7 .
Teorema 5, Siano A,B e C formule chiuse tali che:.
1) per ogni modello M ai r (che & una teoria arbitra-
ria, non necessariamente una teoria Costr(T)-adeguata),
se WM kB allora -esiste 56’31(13) t.c. /Mhﬁ;
2) per ogni Xeg‘(A) e per ogni modello M ai 7 t.c.
/WH:I, una delle seguenti tre condizioni & soddisfat-
ta:
28) M =X per ogni ¥e H(B);
2b) M KX per ogni ¥ ¢ ‘H(B); ¥
2c) per ogni ¥ 6%:(0), se esiste un modello wm di T
toc. M EFX e W*ES, sllora ’W]}:E '
Allora (per ogni formula chiusa D), la seguente formu-
la appartiene a Costr(T):
(COSTRV): (A—2(B—DCVD)) —3(A—>(B—3C)v(B—>D)).
Inoltre, se C=3 wC'(w) (con le stesse ipotesi su A B
e C), la seguente formula appartiene a Costr(T):
(cOSTRI): (A —>(B—>IwC'(w)))—>(a—Iw(B—3c'(w))). FfE

Specificando in maniera effettiva classi di formule
A,B e C.che soddisfano il Teorema 5, possiamo ottenere
un'ampia famiglia di schemi logici validi in Costr(T),
che aggiunti a IKA danno luogo a una logica pih potente
della logica ESTIKA2 considerata nel Teorema 4 di tid]
(si veda [8]). Per ragioni di spazio, c¢i limiteremo a
descrivere ESTIKA 2 (che risulta pur sempre una forte
estensione di IKA). Allo scopo, dovremo introdurre alcu-
ne nozioni,
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Diremo che una formula A & T-stabile sse A soddisfa
le seguenti clausole induttive:
1)A & atomica o negata; 2) A & una J -formula e vale
T Kka; 3) A=BAC, O A=BvC, con B e C T-stabili; 4) A=
B~»C, con C T-stabile; 5) A= VxB(x), con B(x) T-stabile,
Si dimostra facilmente [8] che una formula T-stabile
soddisfa la condizione 1) del Teoremsa 5:
Teorema 6. Se B & T-stabile, M & un modello di T, WWkB,
e T @ Costr(T)-adeguata, allora esiste §e'3‘(B) t.c‘.'MFE.
Se T non & Costr(T)-adeguata, il Teorema § Puo non va-
lere per B, & causa della clausols 2) della definizione
di formula T-stabile; se perd e¢liminiamo '
la clausola 2), otteniamo la classe delle formule stabili,
per cui il Teoreme 6 vale incondizionatamente (per ogni 1),

Siano U(v,y) e V(v,y') formule contenenti libere, al
massimo, le variabili indicate; diremo che ¢ & una formul
in U, VY2V,y,y',v sse C & induttivamente cosl definita:
l)C=U(1,i), dove le eventuali variabili contenute nei ter—
mini f sono diverse da ciascuna delle v; 2) C=U(v,t) —
—~»V(¥,1'), dove le eventuali variabill contenute nei ter-—
mini t e t' sono diverse da ciascuna delle v; 3) C= - C',

0 C=ClAC2, o C=C1lv(C2, o C=C1—>C2, con C', Cl e C2 formu-
le in U,UV,y,¥',¥; 4)C=3JwC'(w), o C= YwCt(w), dove
c'(w) & una formula in U,U-»V,y,y',v ¢ w & una variabile
diversa da ciascuna delle v,

Possiamo ora definire le due seguenti famiglie di prin-
cipis
(Fv): (A—>(B—3CvD) )—>(A—3(B~—>C)V(B—~3D)), purché sia
soddisfatta la condizione (c) descritta sottos
(F3): (A—>(B—3wC'(w)))—3(a—> IW(B—3C'(w))), purchd
sia soddisfatte la condizione (e) descritta sotto.

La condizione(c)é la seguente:
(c): esistono formule H(x), K(x), U(y) e V(y') e variabili
v che soddisfano simultaneamente i seguenti punti:
(ol): K(x) & T-stabile;
(c2) A= Vx(H(X)A 2 K(x)=3VgaU(x));
(e3) B= Vx(H(x)—>K(x));
(c4) le (eventuali) variabili libere di A sono in v;
(e5) ¢ (C*'(w) nel caso di (F3J)) & una formula in U,U—V,

Y,X',v.

Definiremo g questo punto ESTIKA2 come quella logica
che si ottiene aggiungendo a IKA le due famiglie di prin-
cipi (F¥) e (F3). '
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Del Teorema 5 e dal Teorema 6 si pud dedurre il seguen—
te teorema d4i validitd per i sistemi T+ESTIKA2 (con T
Costr(T)-adeguata); il punto chiave della dimostrazione
(che per ragioni di spazio sark omessa e per cui riman-
diamo & [B ) consiste nel far vedere che le istanze chiu-
se di (Fv) e (F3J) soddisfeno le ipotesi del Teorema 5.
Teorema 7, Se T & Costr(T)-adeguata e T}Ef[ﬂﬁﬁ!A, allors
AeCostr(T). _

In ESTIKA 2 si possono dedurre interessanti principi

quali: } .
((A—>B)—>CvD)—>((A—>B)—7)v(~A —D) con B T-stabile;
~(AABA((1 1 B3 B) — 1av(114 =24)) ~Dwav(r1 43 14),
con B T-stabile,

I1 principio di Kreisel e Putnam (KPv) [5] e 1'analogo
principio (KP3) per il quantificatore esistenziale (noto
anche come (IP) [lj]) sono cosl definiti:

(KPV): (A —BvC) =2 (1A= B)v(~4 —C);
(KPF): (A —3IxB(x))—=»3Ix(+A—->B(x)), x non libera in A.

La seguente proposizione c¢i sard utile nel prossimo pa-
ragrafo [8]:

Prop. 1. Tutte le istanze di (KPv) e di (XP3) sono deduci-
bili nella logica ESTIKAZ2.

Omsserveremo che come conseguenza immedista del Teorema
1l e del Teorema 7 si ha:

Corollario 1, Se T & Costr{T)-adeguata, AvB & chiusa e

T ESTINAZAVE, allora TH&A o TEEB; se T & Costr(T)-.-ade-
guata, IxA(x) & chiusa e T |E3TIXA23xa(x), allora esiste t
chiuso t.c. TCEA(t). = - '

I1 Corollario 1 coincide col Teorema 4 di [1@] e stabi-
lisce, secondo la terminologia di [10] , la semicostrutti-
vitd dei sistemi T+ESTIKA2 quando T & Costr(T)-adeguata,
La semicostruttivitd di tali sistemi non implica necessa-
riamente la loro costruttiviti; per ottenere quest'ultima
proprietd dovremo indebolire la logica ESTIEKAZ, come vedre-
mo nel prossimo paragrafo.

4, Sottosistemi effettivi e costruttivi di costr(T). '
Avremo anzitutto bisogno delle due seguenti nozioni,
Diremo che una formula A & negativamente satura sse o-

gni occorrenza in A di uno dei due quantificatori & nel

campo d'azione di una negazione, ‘ .
Diremo che A & guasi negativamente satura sse esiste

A'(x) t.c. A=3xA'(x) e A'(x) & negativamente satura.




108

Indeboliremo ora (Fv) e (F3) in (DFv) e (DF3J) come se-
gue: '
(DFv) contiene solo le istanze di (FV) in cui ¢ & quasi
negativamente saturs € D & negata;
(DF3) contiene tutte le istanze di (F3) in cui ¢'(w) & qua-
si negativamente satura, '

A causa delle restrizioni ora introdotte, la logica ot-
tenuta aggiungendo (DFv) e (DF3) & IKA non permette pit di
derivare (KPv) e (KP3). Cosl, definiremo DESTIKA? {(che co-
stituisce un indebolimento di ESTIKA2) nel seguente mo-
do [10]:
DESTIKA2 & ottenuta aggiungendo a IKA i prinecipi (kpy),
(x#3), (DFv) e (DF3).

Dal Teorema 7 e dalla Prop. 1, deduciamo:
Corollario 2, Se T & una teoria Costr(T)-adeguata, allo-

ra TIPESTIKAL A implica Ag Costr(T). o

Ci saré utile, nel seguito, isolare la sottologica
KPIKA: essa & ottenuta aggiungendo a JKA il principio
(KPv). Vale il seguente teorema, la cui dimostrazione,
di carattere pProposizionale, si pud trovare in fll,8] :
Teorema 8. Se A & negativamente satura, esistono formu-

le negate 44l,..,=An (m;l) t.c. MA(—)-.AI\,..V-.Am.ji

Utilizzando il Teorema 1 (punto a)), il Gorollario 2
e il Teorema 8 e applicando la tecnica sintattica delle
collezioni accennata nel paragrafo 1, possiamo finalmen-
te dimostrare la costruttivitd dei sistemi T+DESTIKA2

con T Costr(T)-adeguata,

Teorema 9., Se T & Costr(T)-adeguata, allora T+DESTIKA2
soddisfa PD e PED.
Dimostrazione (non in completo dettaglio),

Utilizzeremo la tecnica delle collezioni, che & gik sta-
ta illustrata in f?,ll]. A differenza di quei lavori,.do-
vendo qui trattare le regole (KPvV) e (KP3), faremo ricor-
80 ad un insieme di collezioni anzich® ad un'unica colle—
zione, Pil precisamente, per ogni insieme finito M oa
Jformule chiuse e negate, definiremo Coll( I’ ) nel seguen-
te modo: Coll( P )= A [A & chiusae T,(RESTIKAZ A} , do-
ve Tyl indica la teoria ottenuta aggiungendo & T Ie for-
myle di ', Dato [1 e A chiusa, diremo che A & bem dats
in Col1(T ) (4 & b.d. in Coll([7)) sse A€ Coll([T) e sad-
disfe une delle seguenti clausole induttive: 1) A & atomi-
ca 0 negata; 2) A=BAC, ¢ B & b.d. in Coll([1) e C & b.a.
in ColLl(T'); 3) A=BvC, e B & b.d. im Coll(l') o ¢ & b.d

in Coll( [F); 4) 4=B~=3C, e, ins

in Coxl1 (1" *), C & b.d. in ColA({1°); 5) A= JxB(x),
ste t€Term( L) toe. B(t) & b.d. im Coll([1); 6)a=VxB(x),
e, per ogni t(:Ter_m(!)), B(t) & b.d. in Ce11( [7).

Si dimostra facilmente per induzione:
&) se A & b.d. in Coll(P) e P> ', allora A e b.d. in
coll( fiv), -

Per proseguire lg dimostrazione, & utile identificare

il sistema formale T+DESTIKA2 con -il calcolo pseudo-na-

turale @@ (T+DESTIKA2), ottenuto aggiungendo &l calcolo
naturale per INT [12] i V]-assiomi e i 1 -assiomi di T
(regole a zero premesse), (K), (AT), (KPv), (KP3), (Fv)
e (FJ) nella forma di regole & une premessa (gli antece-
denti delle implicazioni diventano le premesse di tali
regole, i conseguenti le conseguenze), (SIND) nella for-
ma (ben nota) di regola a m+n premesse adatta al calcolo
naturale (m le costanti della base, n le funzioni del
passo) e (PCD) nella forma dellas seguente regola:

,rl_. v e, %
3 xa(x) Bx(:l:)fii))vB .

B
Per induzione e facendo un uso essenziale dei Teoremi

2 e 3 81 deve ora dimostrare (si veda 8J ):
b) per ogni [V, tutti gli assiomi di (@ (T+DESTIKA2) (cio?,
tutte le regole a zero premesse di tale calcolo, che so-

no Vi-formule e Vq-formule) sono b.d. in Coll(rf).
Utilizzendo &) e b), si- deve poi dimostrare il seguen-

te lemma fondamentale:
Al,..,An

c)se B 2 una prova nel calcolo @( T+DESTIKA2) in

cui Al,..,An sono le assunzioni non scaricate e B & la
conseguenze, allora, per ogni [’, si ha: se Al,..,An Sono
b.d. in Coll( 1) allora B & b.d. in Coll([7) (B chiunsa).
La dimostrazione di c) & per induzione sulla comples-
sita di’rr. La base corrisponde gl caso in cuil '[Té 11.1:18.
prove di un passo: se A & l'unica assunzi9ne Bnon §carlca—
ta e la conseguenza di (introduzione di assunzione),
allora l'asserto si riduce alla teutologia che se A & b.d.

in Coll( ) allora A & b.d. in Coll(['); se A & introdot-

to come assioma di (P (T+DESTIKA2), allora l'asserto segue

jmmediatamente dal punto b). ' _
Per quanto riguarda il passo di induzione, illustrere-
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mo s80lo pochi casi significativi.
Sia (come esempio di regola di IKA) '” la prova
IR J

]

B2 (I-»): poichd Al,..,An sono b.d. in Coll([? ), &
Bl—>3B2
maggior ragione {Al,..,An fC Coll( ); dunque, Bg Coll( 7).
Sia ora ' 2 [ t.c. Bl 8”b.d. in Coll( [*): poichd A1,..,
An sono b.d.” in Coll( ['), per a) si ha che Al,..,An sono
b.8. in Coll( rl'), dungue tutte le assunzioni non scarica-

te ai T[* (Al,..,An e Bl) sono b.d. din Coll( [7'); appli-
cando la ip, ind. & ‘[' si ha che B2 & b.d. in Coll([7'),
sia (come esempio di regola matematica) TT La prova
F K4 e
Tt 55
Fxc(x) Jx(c(x)axep)yB_ ( (PCD) nel contesto appropriato,
B
dove C(p) & scaricata dalla regola e dove p non occorre li-
bera in B e nelle gltre assunzioni non scaricate d4i 1T'):
supponiamo che [! sia consistente con T (se no, B & banal-
mente b.d. in Coll(I)) e supponiamo per assurdo che B
non sia b.d. in Coll([ ). Applicando la ip. ind. &[]’
otteniamo che esiste t0 ¢ Term(¥ ) t.c. C(t0) & b.d. in
Coll( [1). Sostituendo in T['' ogni occorrenza di p con
t0 e applicando la ip., ind, alla prova cosl ottenute,
poich® B non & b.d. in Coll([1) si deduce che J x(C(x)A
Ax<t0) & b.d. in Coll( ['): cosi, esiste 11 t.c. C(t1)A
Atl< t0 & b.d. in poll(J'); segue che C(tl) & b.d. in
Coll( ') e che Tp==— tlg t0 (poichd ITESTIKA2&CL).
Sostituendo in T['' p con tl, e cosl via, poich® B non
2 b.d. in Col1l([J?) otteniamo che T I——cl'- ctncg.. <tl <t0.
Poichd [1 ¢ consistente con T, dal Teorema 2 deduciamo
che su un modello isoiniziszle di T vale
E..tng..L11< 10, contro l'ipotesi che £ sia ben
fondata in M. _
Consideriamo adesso (ad es.) la regola (gPv), per il-
lustrare las necessitd di collezioni multiple al posto di
una sola collezione (la regola (KP3) si tratta in modo
analogo). Sia T[ la prova

!
< A—>BVC (KPV): epplicando la ip. ind. & 'J1' &i
(AA->B)v(743C) .
ha che o A—BvC & b.d. in Coll(p). Sia ora F':f'g{-,A}.
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poiché [?'S (', per a) si ha che AA-—BvC & b.d. in
Coll( [1'); poichd (essendo negata e appartenendo a [1')
<A & b.d. dn Coll( ['), BvC & b.d. in Coll( [1'). sisa,

per definjtezza, B b.d. in Coll( [1'): allora
por AMBETRA 5 g R E ST R, g
que 1A—>BE€Col1( (7). Sia ora '' t.c. [P''2MN e -4 2 b.c\‘.
in ClT (M) : essendo =1ae Coll( P*'), si ha Coll( t¢)= '
=Coll( ' 'wha} ); poichd Mubay <l rudrad e B 2 b.d. in
Coll([M @va}); B 2 b.d. in ColI( M''vl74}); segue che B
% b.d. in Col1(MM '), Zosl, risulta che [ A—B & b.4d.
in Coll(P*), da cui segue l'asserto.

Le regole che abbiamo esaminato e tuite le regole di
DESTIKA2 diverse da (Fv) e (F3) richiedono unicamente
strumenti sintattici; in particolare, si dimostra sensza

. problemi:

¢') il punto ¢) vale per prove costruite nel sottocalco-
lo @ (KPIKA) per la logica KPIKA.

A differenza delle regole precedenti, le regole criti-
che (Fv) e (F3) richiedono l'integrazione di strumenti e
risultati sintattici (fra cui las previa dimostrazione del
punto c') visto sopra) e di tutto l'apparato semantico
sviluppato nei paragrafi precedenti (in particolare il
Teorema 1, punto a), e il Corollario 2). Delle due rego-
le critiche illustreremo solo (Fy) (ltaltra si tratta in
modo analogo).

sia TT 1a prova

4 = (B—0CvD) ( (DFv), dove A,B e C soddisfano la
A ~>(B—>C)V(B—>D) _

condizione (c), C & guasi negativamente satura e D & ne-
gata); poichd (essendo le assunzioni non scaricate di 7T
contenute in Coll((*)) A ~>(B—>C)W(B—>D)€ Coll( ),
basters dimostrare:

seMM 2 [Me a2 b.d. in Coll( '), allora (B —HC)v(B—>D)
¢ b.d. in Coll( [ ').

Anzitutto, applicando la ip. ind. a T[', i ha che
A—>{(B—>CvD) & b.d. in Coll( M ), dunque, per a), A—)
—>(B—>CVD) 2 b.d. in Coll((). In particolare, B—>CvDg

€ Coll( '), da cui segue (per la presenza della rego-
la (Fy) stessa) che (B-—3C)v(B—»D) & Coll( '), sia N(["')
la doppia negazione della congiunzione delle formule di
s da (B=C(B—>D) €Coll( ') si deduce
T|DE$"'"M1N(|'I')—p(B—AC)v(B-ﬂ)D), da cui segue, per il




Corollario 2, N(['')—3(B—3C)v(B—3 D) & Costr(T), da cui
ancora per il Corollario 2((KPv) vale in Costr(Ts), segu;
(N(P') =(B—=C)IVIN( P') —(B~DD)) € Costr(T), Per il
punto a) del Teorema 1, otteniamo cosi: NM)—((B=>0C)¢
€costr(T) o N( 1) (B 2b) ¢Costr(T).

~ sia N( r")zi?(B->D)é Costr(T): allora (a2 maggior ra-
gione) T y['==B~)D; poiché D & una formule negata, B8i
deduce T U“'llsﬁ-B-—aD, da cui segue (& maggior ragione)
B—>D€ Coll([''). Essendo D negata, si ottiene cosi che
B-3D & ben data in Coll( I''), da cui segue che (B-¥C)y
v(B—D) & b.d. in Coll( [1'). ,

Sia N('*)—>(B—y C) € Costr(T), dove C=JxC'(x) e

C'(z) ¢ negativamente satura: allora ND) (B —
—>3xC'(x)) € Costr(T), da cui segue -(per le ipotesi su
B e su C e perch in Costr(T) vale la regola (DF3)) che
N(r") Ix(B—C'(x)) € Costr(T), da cui segue (poicha
in Costr(T) vale (KP3J)) che Ix(N(M )= (B=¢'(x)))e
éCos?r(T). Per jl1 Teorema 1, punto a), esistono dungue
termini chiusi t t.c. N(P')->(B—>0C'(t)) € Costr(T). ora
C'(i) ¢ negativamente satura: per il Teorema 8 esiétono
S C"1(t)y .., AC'm(t) t.c. PPIKE. G (1)@ 20 '1(4)v. . v
vac'm(t)., Si ha cosl (essendo KPIKA inclusa in-Coé:or(T))
che N( ') —> (B~ C'1(t)v..viC'm(t)) & Costr(T), da cui
8i deduce (poich2 (DFv) e (KPv) valgono in Costr(T)) che
(NP )2 (B> 10'2(8)) v o v(N(D ') ~> (B3 1C'm(4)) )€

€ Costr(T). Ancora per il Teorema 1, si ottiene che
N(*)—>(B—>1C'h(1))€ Costr(T) per un opportuno h t,e.
l¢hgm, Avremo dunque: Ty M. B 3 10'n(t), da cui se-
gue (essendo 7 C'h(t) negata) che B21C*h(t) & b.d. in
Coll( N'). Essendo PRELEA 401 (t)v, .va0'm(t)&d C'(t), esi-
ste una prova di @ (KPIKA) avente <C'h(t) come unica
assunzione non scaricata e C'(E) come- ponseguenza, AP-
plicande il punto c') visto sopra, si deduce cosi che
B—>C'(t) & b.d. in Coll( '), dunque B-33JxC'(x) & b.d.
in Coll( '), dunque (B~>C)y(B—>D) & b.d. in Coll([ '),

) Lvendo dimostrato c), si ottiene immediatamente:
d)tutte le ¢

In particfgi:;};l:e a6 Coll(R) sono b.d. dn Coll(r ).

e) tutte le formule &y Coll(g) (dove g & l'insieme vuoto)
sono b.d. in Coll(g).

Da e) si deduce immediztamente che T+DESTIKA2 soddisfa
PD e PED. Ad es,, sies AVB chiusa dimostrbile in T+DESTIKA2:
allora AvB € Coll(g), dunque AVB & b.d. in Coll(g),
dungue A & b.d. in Coll(f) o B & b.d. in Coll(g), a fortio-
ri A & dimostrabile in T+DESTIKA2 ¢ B & dimostrabile in

’

T—
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