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1. un insieme infinito di simboli di variabile:
VarX = {x,x1,X2,X3,---Y,Y1,Y2,X3,2, ... };

2. 1 connettivi proposizionali: =, \,V, —, L;
3. i simboli per i quantificatori: V, 3;

4. 1 simboli ausiliari: le parentesi.

Definizione 4.1

Un linguaggio del primo ordine ¢ un insieme £ composto da:

. un insieme (anche vuoto) di simboli di costante: {c1,c2,¢3...};

. un insieme (anche vuoto) di simboli di predicato (detti anche simboli
relazione): {P, P, P3,... }u-[=éJAfus'm' 2

. un insieme (anche vuoto) di simboli di funzione: {fy, f,,f3,...};

. una funzione a che assegna a ogni simbolo di predicato e di funzione un
numero naturale, detta arieta del simbolo.

Definizione 4.3

Sia £ un linguaggio del prim’ordine, definiamo l'insieme Term; dei termini nel
linguaggio £ come il pit1 piccolo insieme chiuso rispetto alle seguenti regole:

* ogni elemento di VarX appartiene a Term,
* se ¢ ¢ un simbolo di costante in £ allora ¢ € Term,

e se f &€ un simbolo di funzione in £ tale che a(f) = n e t;,...,t,, € Term,
allora anche f(ty,...,tn) € Term.

Scriveremo t(x1,...,xn) per evidenziare il fatto che le variabili individuali in t
sono comprese tra le variabili x1,...,xy.
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Definizione 4.4

Sia £ un linguaggio del prim’ordine, definiamo l'insieme FormV; delle formule
ben formate (del prim’ordine, nel linguaggio £) come il pit piccolo insieme
chiuso rispetto alle seguenti regole:

1. se ty,ty,...,tn € Termg e P € un simbolo di predicato in £ tale che a(P) =

n, allora P(ty,...,t,) € FormV (tale formula e detta formula atomica).
2. se @1, @2 € Form¥ allora
a) (—@1) € Formv;
b) (@1 /\@2) € FormV;
¢) Ix(¢1) € FormV con x € VarX.
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Definizione 4.9

Per ogni termine t € Term definiamo per ricorsione 1'insieme delle sue variabili
libere FV(t):
e set e VarXallora FV(t) ={t},
® se t & una costante allora FV(t) = (),
e set="f(ty,...,tn) allora FV(t) = FV(t;) U--- UFV(tyn).

Per ogni formula ¢ € FormV definiamo per ricorsione l'insieme delle sue variabili
libere FV(¢@).

. se @ = P(ty,...,ty) allora FV(¢@) = FV(t;)U---UFV(ty),
. se @ = (—¢q) allora FV(¢@) = FV(@1);

3. se @ = (@1 /\@2) allora FV(@) = FV(@1) UFV(@2);
. se @ = Ix(@1) allora FV(@) = FV(@1) \ {x};

Definizione 4.10

Una formula ben formata ¢ & detta aperta se essa contiene almeno una variabile
libera (FV(¢) # (). In caso contrario essa ¢ detta enunciato (o formula chiusa). Le
variabili che occorrono in ¢, ma non appartengono a FV(¢) si dicono vincolate.
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Definizione 4.18

Dato un linguaggio del prim’ordine £, una struttura del prim’ordine 2 per £ ¢
data da un insieme non vuoto A, detto dominio (o supporto della struttura) e
da un assegnamento che associa:

1. a ogni simbolo di costante ¢ in £ un elemento c* € A;

Q%: A™ — {0, 1} o in altre parole, un sottoinsieme Q% C A™.

2. a ogni simbolo di predicato Q in £, tale che a(Q) =n, una relaé'one n-aria

=”:={CQ,
3. a ogni simbolo di funzione f in £, tale che a(f) = m, una funzione m-aria
A A™ 5 A,

Definizione 4.19

Data una struttura 2 con dominio A, chiameremo interpretazione in 2 una
qualunque funzione v: VarX — A.
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Definizione 4.20

Data un’interpretazione v definiamo ¥ come 1’estensione di v a tutto l'insieme
dei termini Term come segue: se t & un qualsiasi termine allora

1. se t = x per qualche variabile x, si ha ¥(t) = v(x);

2. se t = ¢ per qualche costante c, si ha ¥(t) = c%;

3. set="f(t1,...,tn), sihav(t) = fA(H(t1),...,V(tn)).

E immediato verificare che una tale estensione & unica.
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Definizione 4.21

[Semantica del prim’ordine] Sia ¢ una formula nel linguaggio £, 2 una struttu-
ra per il linguaggio £ e v un’interpretazione in 2. La relazione 2, v |= ¢ & definita
ricorsivamente come segue:

1. A, v E P(ty,...,tn) vale se, e soltanto se, PA(v(t1),...,Vv(tn)) & vera in ;
2. A, v = (—@) se, e soltanto se, A, v ~ @ (cioe non vale che 2(,v = @);

3. A, v E= (@ /A) se, e soltanto se, A, v = @ e A, v = 1; {‘\T[alx]!’\!i: .\,éﬁ
x



4. A, v = (3x@) se, e soltanto se, esiste un a in A tale che Ql,@}: ®.

Se 2,v = ¢, diremo che la formula ¢ e valida sotto l'interpretazione v in 2.
Diremo semplicemente che la formula ¢ & valida in 2 se per ogni interpretazione
vin A si ha 2,v = ¢. In questo caso scriveremo 2 = ¢ e diremo che 2 & un
modello di .

Definizione 4.28

Sian @ € FormV e I' C FormV.

1. La formula ¢ ¢ logicamente valida se essa e vera in ogni struttura. In altre
parole se per ogni 2 e per ogni interpretazione v in A si ha 2(,v = ¢. In tal
caso scriveremo = @.

. La formula ¢ é soddisfacibile se esistono una struttura 2 ed un’interpre-
tazione v tale che 2, v = ¢.

. L'insieme I" & logicamente valido se tutte le formule in I' sono logicamente
valide. In tal caso scriveremo = T

. L'insieme I" & soddisfacibile se esiste una struttura 2 e una valutazione v in
2 tale che 2(,v = vy per tutte le formule y € T".

. La formula ¢ e conseguenza logica di I', se per ogni struttura 2 ed ogni
interpretazione v per i quali si abbia 2(,v =y per ogni y € T, risulta anche
20, v E @. In tal caso scriveremo I' = o,

. Le formule ¢ e 1 sono logicamente equivalenti se si ha che {¢} = V e
(P} = @, in tal caso scriveremo ¢ = . E facile vedere che ¢ = 1 se, e solo

se, F @ <.
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