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Sintasst della Logica proposiziowal,c

Supponiamo di avere un insieme numerabile di simboli:
PVar = {p,q,r,S,...p1,p2,--.} che chiameremo variabili
proposizionali. Il linguaggio della logica proposizionale
(classica) & dato dai seguenti simboli

- (negazione),

\Y (disgiunzione),
A (congiunzione),
— (implicazione),

(parentesi —simboli ausiliari)

(;

e tutti i simboli in PVar.

~—
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Sintasst della Logica proposiziowal,c

Siamo interessati solamente all'insieme Form delle stringhe di
simboli in questo linguaggio costruite come segue:

> ogni elemento di PVar appartiene a Form,

» se p € Form, allora anche (—¢) € Form,
> se ¢, € Form, allora anche

» (p A1) € Form,

» (¢ V1) € Form,

» (¢ — 1) € Form.
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Chiameremo formule (proposizionali) tutti gli elementi di La Logion pro-

Form. posizionale
La seguent.e strlnga e una formula: ((—=(pV (—q))) — 1). Algelre di
Le seguenti stringhe NON sono formule: Boole

> ((=(pV (—ar))),

> (pq).

> pVq.

Alcune parentesi si possono evitare adottando una
convenzione riguardo alla priorita dei connettivi: il simbolo —
ha priorita massima, poi vengono i simboli V e A, e infine il
simbolo —. Cosl, convenzionalmente, la scrittura pV g
denota univocamente la formula (pV q).
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Semantica della logiea proposiziowa!,e oo

Luea Spada

La semantica della logica proposizionale & bivalente. Ogni ntro

variabile proposizionale puo assumere valore La Logiea pro-
posizionale

vero: 1, o falso: 0. )
Algebre di

Chiameremo valutazione una qualsiasi funzione el

v: Pvar — {0, 1}.

La semantica delle formule composte dipende esclusivamente
dalla semantica delle sue componenti (vero-funzionalita).

¢ P eVY o P oAy o P o=y
v 0 0 0 00 O 0 0 1
0 1 01 1 01 0 0 1 1
1 1 0 1 1 0 0 1 0 0

1 1 1 1 1 1 1 1 1




Semantica della Logica proposizionale Mo
Luca Spada
Le tavole di verita permettono di estendere univocamente ntro
ogni valutazione a una funzione La Logiea pro-

posizionale

v: Form — {0, 1}, i oF
Boole
dotando ogni formula di un valore di verita.

» Una formula ¢ ¢ soddisfacibile se esiste almeno una
valutazione v tale che V(¢) = 1.

» Una formula ¢ & una tautologia se per ogni valutazione
vsi ha ¥(¢) = 1. In questo caso scriveremo |= .

» Diremo che una formula ¢ & conseguenza logica di un
insieme di formule I, in simboli I' |= ¢, se ogni
valutazione che rende vere tutte le formule in ' rende
vera anche ¢.
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La formula p A g € soddisfacibile, basta infatti AR
considerare una valutazione v che mandi sia p che g in Algebre di
1. Boole

La formula p A =p non e soddisfacibile, la formula
risulta falsa sia assegnando a p il valore di verita 1 che
assegnandole valore di verita 0.

La formula (p — q) V (¢ — p) & una tautologia
(esercizio).

La formula p — g & conseguenza logica di g A —q.
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> © <> 1) & un abbreviazione per (p — ) A (Y — ¢).
» T & un abbreviazione per (¢ — ¢).

» | & un abbreviazione per =(p — ¢).




Ststemt deduttivi

Esistono vari sistemi deduttivi per la logica classica:

> il calcolo alla Gentzen:

oA A
TovyEA
» |a deduzione naturale:
[¥] ]
eV 13 13
3
- . WVveE —e
> il calcolo alla Hilbert: (v ve)
%)
> |a risoluzione: w
> etc.

Se ¢ & derivata in uno di questi calcoli a partire dalle ipotesi
in ', scriveremo I' - ¢.
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La completezza della Logica proposizionale 1 |-

Luea Spada

ntro

| teoremi di completezza asseriscono |'equivalenza La logica pro-
posizionale

'k pse esoltantose, I' |= ¢ Algebre di
Boole
Di solito la dimostrazione dell'implicazione I' - ¢ = I |= ¢
richiede una semplice induzione sulla lunghezza della
derivazione.
Per dimostrare |'altra implicazione invece di solito si
stabiliscono i seguente risultati ausiliari.

Definizione

Diremo che un insieme di formule I' & coerente se I' t/ L.




La completezza della logica 'ProposiziowaLe 2

Lemma

Se I' é un insieme di formule, le seguenti condizioni sono
equivalenti:

() T non é coerente,
(it) per ogni formula ¢ si ha ' F ¢.

(itt) esiste una formula ¢ per cuil'= @ e ' = =,
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Dimostrazione.

L'implicazione (i) — (ii) & un'immediata applicazione di ex
falsum quodlibet.

L'implicazione (ii) — (iii) & banale.

L'implicazione (iii) — (i) usa semplicemente la definizione di
1 < (pA —p) e il fatto che se due formule sono provabili lo
& anche la loro congiunzione. []

y
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SeT't/ ¢ alloraT' U {—¢} é coerente. |

Dlimostrazione.

Dimostriamo la contronominale. Se I U {—p} & incoerente,
abbiamo I' U {—¢} F L, ma allora segue ' F =p — L e in
logica proposizionale (—p — L) <> (=—¢) <> (¢). Quindi

I' - ¢ e il lemma & provato. [

v




La completezza della logica 'Proposiziowaw 4

Definizione

Un insieme di formule si dice massimalmente coerente se &
coerente e ogni sua estensione € incoerente.

Lemma

Ogni insieme coerente puo essere esteso a un insieme
massimalmente coerente.

Dimostrazione

L'insieme Form & enumerabile, quindi possiamo assumere che
le formule siano in una sequenza del tipo ¢1, 2, .. ..
Definiamo una sequenza non decrescente di insiemi, tali che
la loro unione sia massimalmente coerente.

Algebra della
Logica

Lue da

ntro

La Llogiea pro-
posizionale

Algebre di
Boole




La completezza della logica proposiziowal,e 5

Dlmostrazione
r() = F,
. I'pnU{¢n} se e coerente
1 n+1 = . i
'y altrimenti,
™ o= | |
neN

I'* & coerente, perché lo sono tutti i I', per costruzione.
I'* & massimalmente coerente.

Osservazione
Ogni insieme I" massimalmente coerente & chiuso per
deduzioni. Inoltre, per ogni formula ¢, p €T 0 = € T.
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Lemma -
La logiea pro-

Se I' é coerente, esiste una valutazione v tale che v(p) = 1 posizionale
per ogni p € I'.

DIl Algebre oli
Boole

Dlmostrazione.
Se I' & coerente, esiste I'* massimalmente coerente che
estende I'. Definiamo

v(pi) = 1 se, e soltanto se, p; € I'*

Claim: ¥(¢) =1 se, e soltanto se, ¢ € I'*.
Dimostrazione del Claim: per induzione sulla lunghezza della
formula (esercizio). O




La completezza della Logica proposizionale 7

Teorema
SeT't/ ¢ allora T | ¢, in altre parole esiste una valutazione
v tale che v(v)) =1 per ogni € T e v(p) = 0.

Dimostrazione.

Se I't/ ¢ allora ' U {—p} & coerente. Dunque esiste v tale
che V(¢)) =1 per ogni I' U {—¢}. Quindi v(¢)) =1 per ogni
Y el ev(p) =0. O

v
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Aleune tautologie importanti

Le seguenti sono (schemi di) tautologie della logica
proposizionale;

1.

2
3.
4

(PVYP)VE V(P VE) e (pAY)ANE+ oA (P AE),

oV S Y VpepANY YA,

(pAY)VY e (V) AN <,

(e VYIANE S (pAY) V(P AE) e

(eAP)VES (VYA (Y VI,
(P Ap) eV e
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Strutture del 'Privwo ordine

Un linguaggio del prim’ordine £ & dato da una famiglia di
simboli di costanti, una di simboli di funzioni e una di
simboli di predicati:

L= {c1y,Cp, 7 fg? P P

dove my,...,mg,n1,...,n. € N e sono detti arieta dei
corrispondenti simboli. Una struttura per un linguaggio £
del prim'ordine € un insieme A con un'interpretazione della
giusta arieta per ogni simbolo in L.

L=y pu e fg PR P

Esemplo

Una struttura per il linguaggio (R?) & data da una qualsiasi

insieme A con |'uguaglianza, in altre parole R4 & =A.
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Un'algebra & una struttura per un linguaggio del prim’ordine EofLer

dove non compaiono simboli di predicato.
Esemplo

1. i semigruppi: £ = (+2),

2. igruppi: £ = (+2,-1,0),

=. glianelli: £=(+2,-2,-1,0,1),

4. ireticoli: £ = (A2, V?).




Algebre di Boole

Definizione

Un'algebra di Boole & una struttura del tipo
(A, A2,v2 =10, 1), che soddisfi i seguenti assiomi:

3l

2
e
4

(xVy)Vz=xV (yVz)e (xANy)Nz=xA(yA z),

. XVy=yVxexANy=yAXx,

(xAy)Vy=ye(xVy)Ay=y,

. (xVy)Az=(xAy)V(yAz)e

(xAy)Vz=(xVy) A(yV 2),

XN x=0exV-x=1
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Esempi

. Se S & un insieme, allora (§2(S),N,U,~,0,S) & un
algebra di Boole.

. L'algebra ({0, 1}, min, max, 1 — x,0,1) & un algebra di
Boole.

. La seguente & un’algebra di Boole
a
/N
C

N/
d

b

. Se (A, A,V,—,0,1) & un'algebra di Boole, allora anche
(A, V,A,—,1,0) lo e.
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5. Sia m > 1 un intero e sia A l'insieme dei divisori di m Algebre di
Boole

(incluso 1). Definiamo per ogni a,b € A

a/A b:=MCD{a, b}
aV b:=mcm{a, b}

—a:=m/a.

Se m non & divisibile per il quadrato di nessun numero
diverso da 1, allora A & un’algebra di Boole. Infatti in
questo caso c'é una corrispondenza tra divisori di m e i
sottoinsiemi dei numeri primi che dividono m.




Proprieta delle algebre di Boole

Ogni algebra di Boole ha un ordine parziale naturale, definito
da

a< bse, esoltantose, aVb=>b
Eserclzlo

Provare che la relazione cosi definita € un ordine parziale,
cioé una relazione riflessiva, antisimmetrica e transitiva).

In quest’ordine 0 & sempre il piu piccolo elemento
dell’algebra e 1 & il piu grande.

Seguendo il parallelo con la logica proposizionale ha senso
definire i connettivi:

X—y:="xVYy,
X yi=x—=>y)Ay—x).
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Termint Booleant

Sia Var := {x,y,z,...x1, X2, ... } un insieme numerabile di
simboli, che chiameremo variabili individuali. Le operazioni
fondamentali in un'algebra di Boole sono Vv, A,—,0,1, ma
abbiamo visto che se ne possono costruire altre (es. —).
Definiamo 'insieme Term dei termini (o funzioni definibili) in
analogia con Form:

» ogni elemento di Var appartiene a Tern,
» se t € Term, allora anche (—t) € Term,

> se t,s € Term, allora anche

» (tAs) € Term,
» (tVs) € Tern,

Scriveremo t(xi, ..., x,) per evidenziare il fatto che le variabili
individuali in t sono comprese tra le variabili xi, ..., x,.
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L'algebra Term

L'insieme Term puo essere dotato naturalmente di una
struttura del prim’ordine per il linguaggio delle algebre di
Boole

> tATTm s = t A s,

>tV s — v s

p —Termp _ _4
L'algebra (Term, A, V,—,0,1) & detta |'algebra
assolutamente libera per (A%, V2, =, 0,1). Si noti che quanto
fatto per Term poteva essere fatto anche con Form.

Osservazione

L'algebra (Term, A, V,0, 1) non & pero un'algebra di Boole.
Per esempio I'equazione x A y = y A x non ¢ valida in Term,
perché i termini x A y e y A x sono diversi!
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(nterpretaz Lont

Se A & un algebra di Boole, definiamo un
interpretazione in A come una funzione e: Var — A.

In analogia con le valutazioni, un'interpretazione e si
estende univocamente a una funzione e: Term — A.

Quando l'interpretazione & chiara dal contesto,
scriveremo t* per indicare I'interpretazione del termine t
in A.

Una interpretazione in e: Var — A, verifica
un'equazione tra due termini

s(X1, ..., Xn) = t(x1,...,Xn), se l'identita

s(e(x1),...,e(xn)) = tle(x1),...,e(xn))

e vera in A.
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validita nell’algebre di Boole

SAle(x1), ..., elxy) = A (e(x1), ..., e(xn))

)

vale in A. In questo caso scriveremo
AlEBa S(X1y. ..y Xn) = t(X1, ...y Xn).
Se I' & un insieme di equazioni, scriveremo
I'|Egas(xiy...,xn) = t(x1,...,Xn)

se per ogni algebra di Boole A, ogni interpretazione in A
che verifica tutte le equazioni in I', verifica anche
S(X1y ey Xn) = t(X1, ...y Xn)-
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