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I CONCETTI DI BASE

1.1 DEFINIZIONE DI ALGEBRA ED ESEMPI

Se A un insieme e n un numero naturale, allora A" indica il prodotto cartesiano
AX AX---x A. Poniamo A? = {&}.

n volte
Piu in generale, se A e B sono insiemi AP indica l'insieme delle funzioni da B in

A. Sinoti che le due notazioni sono compatibili se pensiamo a n come all'insieme
{0,1,...,n—1}. In particolare si ha A = A? = {@}, infatti 'unica funzione f: @ — A
¢ la funzione vuota. Si osservi inoltre che ¢ = {@}.

Per ogni insieme A e per ogni numero naturale n chiamiamo le funzioni f: A" — A
operazioni n-arie. Si noti che le funzioni O-arie f: A — A (f: {@} — A) sono
univocamente determinate dal valore f(@) € A. Per questo motivo sono dette costanti.

Definizione 1.1

Un’algebra ¢ una coppia &/ = (A, F4) tale che A & un insieme non vuoto e

FA = {fA | i € I} & una famiglia di operazioni su A. Linsieme A & detto
universo (anche detto dominio, sostegno o supporto) dell’algebra e gli elementi
di F sono detti operazioni fondamentali (o di base).

Data un’algebra &/ = (A, F4) abbiamo una funzione p: F4 — N che assegna ad
ogni f € F4 la sua arietd. Questa funzione p & detta tipo di 7. Se due algebre hanno
lo stesso tipo, vengono dette simili.

PN

Esempio 1.2. 1. Un semigruppo ¢ un’algebra (S,-) di tipo (2) che soddisfa la
seguente equazione:

(xy) z=1x-(y-2)
(Z,+) e (N, +) sono semigruppi.

2. Un monoide ¢ un’algebra (S, -, ¢) di tipo (2,0) che soddisfa le equazioni:

(x-y)-z=x-(y-2)



1.1 DEFINIZIONE DI ALGEBRA ED ESEMPI

(Z,+) e (N, +) sono monoidi, (N, -) & un monoide. Se A & un insieme, A% & un
semigruppo rispetto alla composizione.

. Un gruppo & un’algebra (S,-,~1,e) di tipo (2,1,0) che soddisfa le equazioni:
(xy)z=x(y-2)

X-e=e- X=X

. Un anello & un’algebra .7 = (S, -, +, —,e) di tipo (2,2,1,0) tale che (S,+, —,¢) &
un gruppo commutativo e .’ soddisfa

x-(y+z)=(x-y)+(x2)
Y+z)-x=(y x)+(z-x)

. Consideriamo un anello R e un’algebra .# = (M, +,—,0, (A, | r € R)) di tipo
(2,1,0,1,1,...) tale che (M, +, —,0) sia un gruppo abeliano e

Ar(x+y) = Ar(x) + Ar(y)

Arps(x) = Ar(x) + As(x)
Ar(As(x)) = Ars(x)

Diremo che .# ¢ un modulo (sinistro). Si osservi che il linguaggio di queste
algebre dipende da R.

. Un quasigruppo & un’algebra (Q, -, /,\) tale che

\(x-y) =y
x-(x\y) =y
(x-y)/y=x
(x/y) y=x

Un gruppo puo sempre essere pensato come un quasigruppo ponendo x\y =
x 1y e x/y = xy~!. Nei quasi gruppi il - non & necessariamente associativo. Si
possono caratterizzare i quasigruppi come algebre di tipo (2) tali che le equazioni
a-x =bey-a=bhanno un'unica soluzione. Per esempio 1’algebra di tipo (2)
in cui il domionio & A = {a,b, c} e 'operazione & data dalla seguente tabella
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o
SRR
S| |T
V|| A

& un quasigruppo. Invece S = {u, v, w} con l'operazione

<
2l=|ale
Qla|=s|e
SSESHESHP

non lo & in quanto 'equazione w - x = w ha per soluzioni sia u che v.
Altri esempi di quasigruppi sono (Z, —) (si osservi che questo non & un gruppo
perché (a —b) —c # a— (b —c)) e i punti del piano R? con 'operazione che a
una coppia di punti fa corrispondere il loro punto medio.

Spesso sara pitt comodo pensare a F come una famiglia di simboli di operazione

(detto linguaggio o segnatura) e indicare con 74 := {f* | f € F} le operazioni
corrispondenti in A (anche dette interpretazioni dei simboli di funzione).

Esempio 1.3. Consideriamo il tipo (2) e F = {p(,)}. Allora p(,) pud essere in-
terpretato ad esempio nei seguenti modi: (N, +) = (N, pN) con pN = + oppure
(N,:) = (N, ) con p =

Esempio 1.4. I gruppi possono essere presentati come algebre in un linguaggio con
tre simboli di operazione p, i, e con p(p) =2, p(i) = 1 e p(e) = 0. In questo modo un
gruppo sara (G, p©,i%,e%).

1.2 IMMAGINI OMOMORFE, PRODOTTI DIRETTI E SOTTOALGEBRE

Definizione 1.5

Sia o7 = (A, F4) un’algebra. Un sottoinsieme B C A & detto sottouniverso se per
ogni operazione n-aria in F e per ogni by, --- ,b, € B vale fA(b1,- -+ ,by) € B.

Definizione 1.6

Sia «/ = (A, F4) un’algebra e B un sottouniverso di «7. 'algebra % = (B,G)

5
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dove G é formato dalle restrizioni a B delle operazioni di <7 & detta sottoalgebra
di &7 ovvero

f{}; perogni f € F.

In questo caso scriveremo % < 7.

Definizione 1.7

Siano &/ e % algebre per lo stesso linguaggio /. Una funzione h: &/ — Z# ¢
detta omomorfismo se per ogni simbolo f di operazione n-aria in F e per ogni
ai,...,a; € Asiha

W(f (- an)) = f7(h(ar), - h(an)).

Un omomorfismo h: &/ — % e detto:
1. monomorfismo se ¢ iniettivo,

2. epimorfismo se e suriettivo (in questo caso diremo che % & un’immagine
omomorfa di 7,

3. isomorfismo se ¢ biettivo,
4. endomorfismo se &/ = % e quindi h: &/ — <7,
5. automorfismo se & un’endomorfismo biettivo.

Osservazione 1.8. L'insieme End(A) degli endomorfismi di A con 1'operazione di com-
posizione & un monoide, mentre Aut(A), insieme degli automorfismi di A, costituisce
un gruppo.

Definizione 1.9

Sia S := {S; | i € I} una famiglia di insiemi. Allora & possibile definire il
prodotto cartesiano

HS:HSi = {f I—)USi|Vi€ If(l) GSi}

iel

f €T1S e detta funzione di scelta.
Se S := {« | i € I} & una famiglia di algebre per lo stesso tipo F, il prodotto
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diretto e I’algebra che ha come dominio il prodotto cartesiano dei domini B =
[1ic; Ai e per ogni simbolo di operazione n-aria g in F,

§(fu - fu) (i) = N (D), - fuld) Viel

Esercizio 1.10. Applicare la definizione 1.9 nel caso | I |= 2 con la notazione infissa.

Osservazione 1.11. Se tutte le A; sono isomorfe si parlera di potenza diretta.

Definizione 1.12

Se K e una classe di algebre scriveremo:
1. H(K) per la classe delle immagini omomorfe di algebre in K
2. S(K) per la classe delle algebre isomorfe a sottoalgebre di algebre di K

3. P(K) per la classe delle algebre isomorfe a prodotti diretti di algebre in K.

Per definizione H(K), S(K) e IP(K) sono chiuse per isomorfismi. Diremo che K &
chiuso per immagini omomorfe se H(K) C K. Diremo che K & chiuso per sottoalgebre
se 5(K) C K. Diremo che K & chiuso per prodotti diretti se IP(K) C K.

Definizione 1.13 (Varieta)

Una classe di algebre & detta varieta se e chiusa per immagini omomorfe,
sottoalgebre e prodotti.

Esempio 1.14. In seguito sono presentati esempi di classi di algebre con le loro proprieta
di chiusura:

classe K \]H‘S ‘]P
semigruppi, gruppi, anelli si | si | si
gruppi finiti si | sl | no
gruppi divisibili si | no | si
campi si | no | no

anelli senza nilpotenti no | si | si

domini d’integrita
{A| A=TLe(N,+) I insieme}
{(N, +)}

=}
(@]
2
=]
(@]

o)
o
o)
o
&

=}
o
=}
o
=}
@)
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Definizione 1.15

Sia o7 = (A, F4) un’algebra e G C F. L'algebra # = (A,G*) & detta ridotto di
</ e o/ e detta espansione di 4.

Ad esempio, ogni anello & espansione di un gruppo (abeliano) e ogni spazio vettoriale
ha come ridotto un gruppo (abeliano).

Definizione 1.16

Un’algebra .7 e detta banale se il suo dominio e costituito da un solo elemento.

Proposizione 1.17. Se </ ¢ un'algebrae S = {S; | i € 1} una famiglia di sottouniversi di </,
allora N S é un sottouniverso di <f .

Dimostrazione. Sia B := (\S. Banalmente B C A. Sia f un simbolo di operazione
n-aria e siano ay,...,a, € B. Allora ay,...,a, € S; per ogni S; € S. Ma ogni S; & un
sottouniverso, quindi fﬂ(al,...,an) € S; per ogni S; € S. Quindi f”(al,...,an) €
B. O

Definizione 1.18

Se &/ e un’algebra e X C A, si definisce il sottouniverso di &/ generato da X
come

sg” (X) == ({U € sub(&) | X C U}

dove Sub(«/) & I'insieme dei sottouniversi di <.

Alla luce della Proposizione 1.17, Sg” (X) & un sottouniverso di <7, per ogni X C A.

Teorema 1.19

Sia o = (A, F) un’algebra e X C A. Definiamo per ricorsione su n gli insiemi Xy,
come segue:

XO =X
Xyt = Xg U{far,...,a) | fEF, p(f) =k, ay,...,ar € Xy}
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Allora sg” (X) = Upen Xn-

Dimostrazione. Chiamiamo Y := (J,,cn Xy Osserviamo che X, C Y per ogni n € IN, in
particolare Xo = X C Y. Mostriamo che Y & un sottouniverso. Sia f un’operazione
k-aria e siano a1, ...,a, € Y. Per definizione di Y deve esistere 7 tale che ay, ..., a; € X5,
ma allora f” (a1,...,a;) € X741 C Y. Quindi Y & un sottouniverso contenente X, ne
segue che Sg” (X) C Y.

Riguardo laltra inclusione mostriamo che per ogni n € N X,, C Sg (X) procedendo
per induzione su n. Per il passo base abbiamo che Xy = X C Sg“(X). Assumiamo
ora che X, C Sg“(X) e dimostramo che X, ;1 C Sg“(X). Sia b € X, ;1\ X,, allora
per definizione di X1 esisteranno f”‘y operazione k-aria e ay,...,a; € X, tali che
b= f%(al, ..., ag). Quindi, per ipotesi induttiva ay, ..., a; € Sg”(X), ma Sg“ (X) & un
sottouniverso, quindi b € Sg” (X). O

Corollario 1.20. Siano </ e X come nel teorema precedente e sia a € A, allora
a € 8g”(X) < 3Y Cy, X tale che a € Sg”(Y)

dove il simbolo C, indica che Y C X e Y é finito.
Dimostrazione. Dimostriamo le due implicazioni.

Per il teorema precedente se a € Sg” (X) esiste X, tale che a € X,,. Supponiamo
che questo sia il minimo per cui cid accade. Procediamo per induzione su n. Passo
base: se n = 0 allora a € Xy = X. In questo caso si puod prendere Y = {a}. Sia
ora n = m + 1. Quindi devono esistere un’operazione k-aria f” eay,...,ax € Xy
tali che a = f%(al, ..., ag). Per ipotesi induttiva 3Y;,..., Yy Cq Sg” (X) tali che
a; € Sg”(Y;) per ognii =1,...,k. Allora basta prendere Y := Y, U---UY;.

Basta mostrare che in generale se Y C X = Sg”(Y) C sg”(X).

Definizione 1.21

Diremo che una sottoalgebra # di un’algebra </ ¢ finitamente generata se esiste
Y C A sottoinsieme finito tale che B = sg (Y).

1.3 CONGRUENZE

Se A chiamiamo relazione n-aria su A semplicemente un sottoinsieme del prodotto
cartesiano A". Definiamo 04 := {(x,x) | x € A} e 14 := A x A. Date due relazioni
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binarie 6 e ¢ su A, & possibile definire delle nuove relazioni binarie a partire da queste
nel seguente modo:

Bogp:={(x,y)|Tztc(x,z) €0 (z,y) € ¢}
0~ = {(yx) | (x,y) € 0}

Esercizio 1.22. Siano 6 e ¢ due relazioni su A e {6; | i € I} una famiglia di relazioni su
A. Dimostrare che:

1. (0;9)" =¢ ;0
2. (Uier0:) ™ = Uier(8;7)
3- @5 (Uic10i) = Uici(9;6:) e (Uicr ) 5 @ = Uic1(0:; @)

Definizione 1.23

Una relazione 6 é detta di equivalenza su A se e

1. riflessiva, ovvero 04 C 6,
2. simmetrica, ovvero 6~ C 6,

3. transitiva, ovvero 0 ;60 C 6.

Se 6 & una relazione di equivalenza su A, per ogni a € A indicheremo la classe di
equivalenza di 4 con
a/0:={be A|(ab)ecb}

e I'insieme delle classi di equivalenza con
A/0:={a/0|ac A}.
Come casi limite abbiamo:
* 1/04 ={a},quindi A/04 ={{a} |ac A} = A
® a/1p=A, quindi A/14 = {A}, cioe 1’algebra banale con un solo elemento.

Data una relazione di equivalenza 6 su A & sempre possibile definire una mappa
go: A — A/0, detta quoziente canononico su § che manda a € A — a/6. Si noti che
Jo € sempre suriettiva.

10
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Definizione 1.24

Se f: A — B & una funzione, si definisce il kernel (o nucleo) di f:

ker fi={(x,y) € Ax A f(x) = f(y)}

Lemma 1.25. Per ogni funzione f, la relazione ker f é di equivalenza. Viceversa, ogni relazione
di equivalenza é il kernel di qualche funzione.

Dimostrazione. 1l fatto che ker f sia riflessiva, simmetrica e transitiva discende facilmente
dalla sua dedizione. Per il viceversa, sia 6 una relazione di equivalenza su un insieme
Aesiagyg: A — A/8 il quoziente canononico definito sopra. Verifichiamo che

6 = ker gy (1)

Applicando le varie definizioni si ha che (a,b) € ker gg se e soltanto se go(a) = g¢(b) se
soltanto se a/6 = b/6 se e soltanto se (a,b) € 6. Dunque la (1) & verificata. O

Passiamo ora alle algebre e consideriamo un omomorfismo h: &/ — % Abbiamo
visto che kerh e una relazione d’equivalenza. Ci chiediamo se ha delle proprieta
aggiuntive. Vediamo un esempio concreto.

Esempio 1.26. Consideriamo &/ = (A, ), # = (B, ) con p(-) = 2. Siano x1,x2,y1,Y2 €
A tali che (x1,11) € kerh e (x2,12) € kerh, cid significa che h(x1) = h(y1) e h(xp) =
h(yz). Allora h(xy - x2) = h(x1) - h(x2) = h(y1) - h(y2) = h(y1 - y2), quindi anche
(x1-x2,41-Yy2) € kerh.

Definizione 1.27

Sia o = (A, F) un’algebra e 6 C A? una relazione binaria. Diremo che 6 ha
la proprieta di sostituzione (o € compatibile con le operazioni) se per ogni
operazione n-aria fondamentale f € F si ha

X100y, X0 Oy = f(x1,...,%0) 0 f(y1,.-.,Yn) (2)

Chiameremo congruenza su 7 ogni relazione di equivalenza con la proprieta di
sostituzione rispetto a tutte le operazioni in F4.

La compatibilita con le operazioni una relazione di equivalenza 0 su </ & esattamente
cio di cui abbiamo bisogno per indurre una struttura di algebra nello stesso linguaggio
di o sul quoziente A/6.

11
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Lemma 1.28. Ogni congruenza é il kernel di qualche omomorfismo.

Dimostrazione. Sia 6 una congruenza arbitraria su un’algebra &/ = (A, F). Consideria-
mo il quoziente canonico go: A — A/6. Per il Per il esercizio 1.22 si ha che 6 = ker gy,
dunque vorremmo che gg fosse un omomorfismo. A tal fine, per ogni f € F, definiamo
un’operazione f4/% su A/ in modo che gy sia un omomorfismo. Osserviamo che
affinché gy sia un omomorfismo deve valere:

qo(fA(ay, ... an)) = fA(ar, ..., a4)/0 per la definizione di gg
= fA%ay/0,...,a,/0) Affinché gy sia un omorfismo
= 4% (qo(m1), - ., q0(an)) er la definizione di gg

Dunque definiamo:
fA%(a1/6,...,a,/0) = fA(ay,...,a,)/0

Controlliamo infine che f A/9 gia ben posta. Consideriamo quindi ay,...,a,,b1,...,b, €

A tali che 410b4, ..., a,0b, e verifichiamo che fA/e(al/B,...,an/O) = fA/e(bl/Q,...,bn/G).

In effetti per la (2) si ha
fAay, ..., a0) = fA(by, ..., by) < fAay,...,a4,)/0 = fA(by,...,by) /0
e quindi
fA%(a1/0,...,a,/0) = fAa1,...,a4,)/0 = fA(by,...,b,) /0 = fA%(b1/6,...,b,/6)
O

Definizione 1.29

Se 7 & un’algebra tale che 0., e 1,/ sono le sue uniche congruenze, allora .27 &
detta semplice.

Esempio 1.30. Sia ¢4 un gruppo, allora
1. Per ogni sottogruppo normale N, la relazione
On = {(x,y) € G* |y x € N}

& una congruenza su ¢ e il laterale destro Nx = {nx | n € N} coincide con la
classe x/0y.

2. Per ogni congruenza 6 su ¢, la classe di equivalenza e/6 (dove e & I’elemento
neutro del gruppo) & un sottogruppo normale.

12
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3. La mappa N — 6y € una biezione con inversa 0 — e/0.
Inoltre M C N se e soltanto se 6 C Oy.

Lemma 1.31. Siano f: of — HBeg: o/ — € omomorfismi con g suriettivo. Se ker g C ker f
allora esiste un omomorfismo h: € — % tale che f = ho g.

Dimostrazione. Per definire h scegliamo un arbitrario ¢ € C, poiché g e suriettivo esiste
almeno un a € A tale che g(a) = ¢, definiamo h(c) := f(a). Ovviamente dobbiamo
verificare che la definizione di # non dipende dalla scelta di 2. Supponiamo che esistano
a,a’ € A tali che g(a) = g(a"), questo implica che (a,a") € kerg, dunque per ipotesi
(aka") € ker f e cid vuol dire che f(a) = f(a’). 1l fatto che h verifichi 'equazione
f = hog éimmediato. O

Teorema 1.32 (Teorema fondamentale dell’'omomorfismo)

Siano </ e 4 due algebre, h: o/ — 98 un omomorfismo e 8 = ker h.
Esiste un unico omomorfismo iniettivo h: </ /0 — 9 tale che h = h o gg.

of h

q\y S
{

</ /6

B

Inoltre se h é un epimorfismo, allora h & un isomorfismo.

Dimostrazione. Poiché vogliamo che valga h(a) = h o g¢(a) = h(a/0), definiamo neces-
sariamente /(a/0) := h(a). Notiamo che, in questo modo, 1 & ben definita ed iniettiva
in quanto a/6 = b/0 se e soltanto se a6b se e soltanto se (a,b) € kerh se e soltanto se
h(a) = h(b) se e soltanto se h(a/0) = h(b/0).

Mostriamo che /i & un omomorfismo. Sia f un simbolo di funzione n-aria e sia-
no ay,...,a, € A. Allora si ha h(f“/%(a1/0,...,a,/0)) = h(f7(ay,...,a,)/0) =
h(f (a1,...,an)) = fZ(h(ar), ..., h(an)) = fZ(h(a1/0), ..., h(a,/0)). O

Proposizione 1.33. Sia </ un’algebra, ® una collezione di congruenze su </ non vuota. Allora
N © e una congruenza.

Dimostrazione. Dimostriamo che () © ¢ una relazione d’equivalenza:
* 04 C 6 per ogni congruenza § € © = 04 C (" © ovvero () O é riflessiva;

e (x,y) € NO = (x,y) € 6V H € O, ma le 6 sono tutte congruenze, quindi
(y,x) €0V O e€O= (x,y) €NO ovvero O e riflessiva;

13



1.3 CONGRUENZE

e analogamente (x,y) € NO®e (y,z) € NO = (x,y) €0e(y,z) €0V cO =
(per la transitivita delle congruenze 6) (x,z) € 0V 0 € © = (x,z) € O cioe O
e transitiva.

Verifichiamo infine la compatibilita con le operazioni. Siano f un’operazione fonda-
mentale n-aria in < e (x1,y1), ..., (Xn, Yn) € O se e soltanto se (x1,y1),..., (Xn, Yn) €
6 V 6 € O. Essendo ogni 6 una congruenza avremo f(x1,...,%,)0f(y1,...,Yn), di
conseguenza (f(x1,...,xn), f(y1,.--,¥n)) € NO. O

Definizione 1.34

Sia &/ un’algebra e v C A x A. La congruenza generata da v ¢ definita come

segue:

N ¢

fcCon .o/
vCo

Notazione 1.35. Se indichiamo con @ := (ay,...,a,) e b= (by,...,by) scriveremo @ 0 b
per indicare che a1 6 by, ...,a, 0 b,. Con questa notazione la proprieta di sostituzione
diventa:

a0b= f(a) o f(b) €)

Teorema 1.36

Sia of = (A, F) un’algebra e v C A x A. Definiamo ricorsivamente:

v =vUv U0y
Vit = ;vn) U{(f(@), (D)) | f € F eavy b}
Allora
Cg”(v) = U v
nelN
Dimostrazione. Sia ¢ := |J,cn Vn. Dobbiamo verificare tre cose:
1. vCy
2. 1 € una congruenza

3. 0€cConaevCO=19PpCH
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1.3 CONGRUENZE

Infatti dai primi due punti segue che C¢’v C ¢, mentre dal terzo si ha ¢ C Cg.

I1 primo punto & vero perché v C vy C 9.

Per dimostrare il secondo punto definiamo o, := {(f(a), f(b)) | f € F e av, b}. Quindi
Vpt1 = (Vn; Vn) U 0. Mostriamo che i & una congruenza:

(i) Sinotiche v, = v,;0, C vy ; vy C vy C ¢ perognin > 0, quindi 0y C 9.

(ii) Dimostriamo per induzione su n che v,” C v,. Il passo base e ovvio. Per
il passo induttivo notiamo che v, = ((vy;vy) Uon)™ = (v, ;v ) Uo, C
(Vn ; Vn) U0y, = vy41 dove la seconda uguaglianza vale per 1'esercizio 1.22 e

l'inclusione vale per ipotesi induttiva. Quindi, sfruttando ancora 1'1.22 otteniamo
che lIJv = (Une]N Vﬂ>v = UnE]N v, - Une]N Vy = l/)

(i) Per la transitivita osserviamo che ;¢ = (Upen Vn) 5 (Unen Vi) = Uijen(vi;vj) C
Unen (Va5 vn) € Upen Vat1 = ¥ dove la seconda uguaglianza discende ancora da

1.22 e la prima inclusione sfrutta 1'osservazione che v;;v; C v, ;v se n = max{i, j}.

(iv) Mostriamo ora che ¢ ha la proprieta di sostituzione. Siano (,b) € ¢, allora
Jk € N tale che (@,b) € v. Quindi (f(a), f(b)) € v1 C .

Infine per verificare il terzo punto supponiamo che 6 € Con(</) e v C 6. Per induzione
su n si vede che v, C 6. Infatti vy = (v;v~) U0y, C 0 esev, C 0 allorav,.1 C 6. Ma
quindi ¢ C 6 che e quanto volevamo. O

Esercizio 1.37. Sia &/ un’algebra e 6 C A x A. Si provi che 0 ha la proprieta di
sostituzione se e soltanto se & un sottouniverso di &7 X <.

Esercizio 1.38. Sia f: & — 2% un omomorfismo. Si provi che f & iniettivo se soltanto
seker f =0y.
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TEORIA DEI RETICOLI

Definizione 2.1

Un ordine parziale su un insieme P & una relazione binaria riflessiva, antisim-
metrica e transitiva. Un’ordine < e detto totale o (lineare) se V x,y vale x <y
oppure y < x.

Esempio 2.2. Presentiamo alcuni esempi di ordini parziali che possono essere rappre-
sentati attraverso i diagrammi di Hasse.

b c P={a,b,c}
\\\/// <={(a,b),(a,c),(a,a),(b,b),(cc)}
(P, <) & un ordine parziale.

d
/ \ Q=1{a,b,cd}
b c <=0qU{(ac), (aDb),(cd),(bd), (ad)}

\ / (Q, <) & un ordine parziale.
a

Esercizio 2.3. Si provi che se (P, <) & un ordine parziale, allora lo & anche il suo duale
(P, <7).

Definizione 2.4

Un ordine parziale si dice reticolare se per ogni coppia di elementi (a, b) esistono
sup{a, b} e inf{a, b}.

Esempio 2.5. Verifichiamo se gli ordini parziale dell’esempio 2.2 sono reticolari:
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b\a/c

b/d\c
N

TEORTA DEI RETICOLI

(P, <) non é reticolare perché non esiste sup{b, c}.

(Q,<) & un ordine reticolare, infatti si ha che
inf{a,b} = inf{a,c} = inf{a,d} = a, inf{b,d} =
b, inf{c,d} = ¢, sup{a, b} = b, sup{a,c} = ¢
sup{a,d} = sup{b,d} = sup{c,d} =d.

Esempio 2.6. Altri esempi di ordini reticolari sono:

1. Tutti gli ordini totali, ad esempio: (IN, <), (R, <), etc.

2. Gli interi con l'ordine di divisibilita tra di essi: n < m se e soltanto se esiste k € Z
tale che nk = m. Si osservi che 0 e il massimo in questo ordine.

3. Dato un qualsiasi insieme S, il suo insieme potenza & ordinato reticolarmene

dall’inclusione.

4. I prodotti di ordini reticolari, con I'ordine definito componente per componente,

ad esempio: (lNk, <), (IRk,

<), etc.

5. Le potenze di ordini reticolari, con 1’ordine definito componente per componente,
ad esempio: (NN, <), (RN, <), (RR, <) etc.

Definizione 2.7

Un reticolo & un’algebra (£, A, V) che soddisfa:

xAN(yAz)=(xANy)Az
XANY=YyANXx

XANXx=x
xA(xVy)=x

Teorema 2.8

xV(yVvz)=(xVy)Vz Associativita
xVy=yVx Commutativita
xXVx=x Idempotenza

xV(xAy)=x Assorbenza
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TEORTA DEI RETICOLI

Dato un’ordine reticolare (P, <), si ottiene un reticolo (P, A, V) definendo:

x Ay =inf{x,y} e xVy:=sup{x,y},

dove inf e sup sono presi rispetto all’ordine <. Viceversa, ogni reticolo (L, \,V) e
reticolarmente ordinato dalla relazione definita da
definition .
x<y = xAy=ux (oequivalentemente x\Vy =y)

Cio fornisce una corrispondenza biunivoca tra reticoli e ordini reticolari.

Definizione 2.9

Siano (P, <P) e (Q,<9) due ordini parziali e f: P — Q. Diremo che f e

monotona (o isotona, o che preserva l’ordine) se per ogni x,y € P vale

x <"y = f(x) <?f(y)

Osservazione 2.10. Ogni omomorfismo di reticolo preserva 1’ordine (reticolare associato

dal teorema 2.8). Il viceversa in generale non vale, come si evince dal prossimo esempio.

Esempio 2.11. Consideriamo i due reticoli e la funzione f tra di essi definiti come in
tigura.

f f
1 / ‘ Si osservi che f preserva l'ordine,

AN ma non & un omomorfismo di re-
b
0

- c
a PN ticoli, infatti ¢ = f(a) V f(b) #
w\ﬂ*)f(b) f(avb) = f(1)

AN e
I

Lemma 2.12. Se f: & — 2 ¢ una funzione tra due reticoli monotona, biettiva e tale che f~!
e anch’essa monotona, allora f é un omomorfismo di reticoli.

Dimostrazione. Verifichiamo che f commuta con il A. Siano a,b € P e ¢ := a A b. Allora

¢ < a,bequindi f(c) < f(a), f(b). Inoltre se x < f(a), f(b), allora f~(x) < a,b.

Ma c ¢ il pitt grande dei minoranti di {a,b}, quindi f~!(x) < ¢ = e applicando f
otteniamo x < f(c). Dunque f(c) ¢ il pit grande dei minoranti di {f(a), f(b)}, ovvero
flanb) = f(c) = f(a) A f(b). Analogamente si verifica che f commuta conil V. [
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2.1 OPERATORI DI CHIUSURA E RETICOLI

Esempio 2.13. Alcuni esempi di reticoli.

¢ L’insieme Sub . dei sottouniversi di un’algebra .27, con il meet dato dall’interse-
zione di sottouniversi e il join dato dal sottouniverso generato dall’unione. In
simboli, se B, C € &/ definiamo

- BAC:=BnNCe
- BvC:=3g7(BUC).

* L'insieme Con </ delle congruenze di un’algebra <7, con il meet dato da inter-
sezione di congruenze e il join dato dalla congruenza generata dall'unione. In
simboli, se 6, ¢ € Con &7, definiamo

-0NYp=0Nye
-0V =Cg7(0UY).

Definizione 2.14

Un reticolo .Z e detto completo se per ogni X C £ esistono A X e \/ X.

2.1 OPERATORI DI CHIUSURA E RETICOLI

Definizione 2.15

Dato un ordine parziale (P, <), una funzione C: P — P & detto operatore di
chiusura se soddisfa le seguenti proprieta:

1. X C C(X) (espansivita),
2. YC X = C(Y) C C(X) (idempotenza),
3. C(C(X)) = C(X) (monotonia).

Se inoltre C soddisfa

4. C(X) =U{C(2) | Z Cw X} (finitarieta).

e detto operatore di chiusura finitario (o algebrico).

Esercizio 2.16. Dimostrare che .«7, Sg” (X) e C¢g(X) sono un operatori di chiusura
algebrici.
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2.1 OPERATORI DI CHIUSURA E RETICOLI

Proposizione 2.17. Dato un insieme A e un operatore di chiusura C: §£2(A) — §(A) si puo
sempre definire un reticolo completo Z. Viceversa dato un reticolo completo £ si puo sempre
definire un operatore di chiusura Co: §2(ZL) — £(Z) e inoltre £ = Ly,

Dimostrazione. Proviamo la prima affermazione. Consideriamo quindi un operatore di
chiusura C: §£2(A) — §€(A) e poniamo

Zc={BCA|C(B)=B}={BC A|3JD C A tale che C(D) = B}. (4)

Si noti che le due maniere di descrivere 'insieme date in (4) sono effettivamente
equivalenti. Infatti se C(B) = B allora esiste D C A tale che C(D) = B, basta porre
D = B. Viceversa, se esiste D C A tale che C(D) = B allora C(B) = C(C(D)) =
C(D) = B, usando l'idempotenza di C. Mostriamo ora che .Z¢ & un reticolo completo
rispetto all’ordine dato dall’inclusione tra insiemi. Sia {B; | i € I} una famiglia di
elementi di .4, asseriamo che il meet di {B; | i € I} & dato dall’intersezione, in simboli
Aicr Bi = Njer Bi. Ovviamente l'intersezione ¢ il massimo dei maggioranti della famiglia
{B; | i € I} rispetto all'inclusione, quindi basta far vedere che l'intersezione appartiene
a Zc. Abbiamo che N;c; B; C B, per ogni i € I, quindi C((;¢; Bi) € C(B;) = B; per
ogni i € I. Ne segue che C(N;c; Bi) € Nier Bi- Inoltre, per 1'espansivita di C si ha
Nicr Bi € C(Njer Bi), dunque Ny B; = C(Nie; Bi)-

Inoltre si ha che V;c; Bi = C(U;er Bi). Infatti, ovviamente C(U;c; Bi) appartiene
a Zc ed & un maggiorante per la famiglia {B; | i € I}; rimane da mostrare che & il
minimo dei maggioranti. Se Y e un elemento di .7 tale che B; C Y per ogni i € I allora
vale anche J;c; Bi C Y e per la monotonia di C si ha ¢(U;c; B;) € C(Y) = Y, quindi
c(Uier Bi) & il minimo dei maggioranti.

Viceversa se . & un reticolo completo, definiamo un operatore C¢: £(%) — (%)
come segue. Per ogni x € . poniamo

(x]={yeZ|y<x}

Definiamo quindji, per ogni X C .Z,

Co(X) = (\/ XJ.

Proviamo che C« e un operatore di chiusura.
1. Se x € X, allora x </ X e quindi x € (\V X] = C¢(X). Dunque X C C¢(X).
C

2. Vogliamo mostrare che C¢(Cy (X)) = Cy(X). Per l'espansivita (provata al
punto precedente) C»(X) C Cy¢(Cx(X)). Per l'altra inclusione consideriamo
x € Co(Cg(X)). Questo vuol dire che x € (\V Cy(X)], cioe x <V Cyp(X) = x <
VIVX]=VX=xe (VX]=Cg(X). Diconseguenza C»(Cy (X)) C Cy(X).

3. Supponiamo che X C Y e consideriamo x € C¢(X) = (V X] . Allorax <V X <
V'Y (essendo X C Y), quindi x € (\/ Y] = C#(Y). Abbiamo quindi provato che
XCY = Cg(X) S Ce(Y).
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2.1 OPERATORI DI CHIUSURA E RETICOLI

Infine I'isomorfismo da .Z in %, & dato dalla mappa x — (x]. La verifica & lasciata al
lettore per esercizio. O

Definizione 2.18

Sia .Z un reticolo completo. Diremo che

1. un elemento a € .Z & compatto se per ogni X C .Z vale

u§\/Xz>EIY QﬁnXtalecheag\/Y;

2. £ ¢ algebrico se ogni suo elemento ¢ il join di elementi compatti.

Osservazione 2.19. 1l reticolo delle congruenze e il reticolo dei sottouniversi di un’algebra
</ sono reticoli algebrici. Gli elementi compatti di questi reticoli sono rispettivamente le
congruenze finitamente generate e i sottouniversi finitamente generati. Infatti Cg (v) =

\/V,‘gﬁnl/ ng(vl) € Sgd(X) = \/XigﬁnX Sg’d(Xl)‘

Teorema 2.20

Se C e un’operatore di chiusura algebrico su un insieme A, allora Z¢ é un reticolo
algebrico i cui elementi compatti sono della forma C(Y) per Y Cg, A.

Dimostrazione. Cominciamo mostrando che se Y = {y1,...,y,} C A & finito allora
C(Y) & compatto. Supponiamo che C(Y) < \/ Z con Z C 4. Allora

Y)<VzZz=c(J2)={cw) W<l JZ}

dove l'ultima uguaglianza vale perché C ¢ algebrico. Siccome Y C C(Y), per ogni i<n
deve esistere W; Cg,, U Z tale che y; € C(W;). Poniamo W := W; UW, U -+ U W,
allora Y C U<, C(W;) € C(W) perché C & monotono. Sfruttando ancora la monotonia
di C e la sua idempotenza otteniamo C(Y) C C(W). Ma W C |J Z ¢ finito, quindi deve
esistere una sottofamiglia finita V di Z tale che W C |J V. Di conseguenza otteniamo

c(y)yccw)cclyv) =\Vv.
Viceversa, se X ¢ un elemento compatto di .Z¢ allora

= H{C(Z) | Z Cin X} = C({C(2) | Z Ciin X}) = V{C(Z) | Z Ciin X}

21



2.2 CONNESSIONI DI GALOIS

Poiché X e compatto per ipotesi, devono esistere Z, ..., Z, Cg, X tali che

Ne concludiamo che X & della forma C(Z) con Z finito. Infine mostriamo che .Z; & un
reticolo algebrico. Sia X € ., allora

X =C(X) = \V{C(2) | Z Can X).

E, per quanto dimostrato sopra, cid mostra che X & un join di elementi compatti di
Zc. O

2.2 CONNESSIONI DI GALOIS
Tra il concetto, molto debole, di funzione che preserva l'ordine e quello, molto forte,

di isomorfismo di ordini parziali ce n’é uno molto ricco e comune in matematica che
prende il nome di connessione di Galois.

Definizione 2.21

Dati due insiemi parzialmente ordinati (A, <4) e (B, <g), diremo che due
funzioni f: A — B e g: B— A formano una connessione di Galois monotona
se,perognia € Aeb € B, vale

f(a) <p b se e soltanto se a <, g(b). (5)

In questo caso la funzione f verra detta aggiunto sinistro e la funzione g aggiunto
destro e scriveremo f - g. Per le connessioni di Galois monotone, valgono le seguenti
interessanti proprieta.

Lemma 2.22. Siano (A, <) e (B, <g) e f e g una connessione di Galois tra di essi con f — g.
Per ogni a € A e per ogni b € B, valgono le sequenti proprieta.

1. a < gf(a)e fg(b) <b.

2. Le funzione f e g preservano l'ordine.

3. f(a) = fgf(a) eg(b) = gfg(b).

4. Le funzioni composte fg e gf sono idempotenti, cioé

(f8)(f8)(b) = fg(b) e (gf)(f)(a) = gf(a).
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2.2 CONNESSIONI DI GALOIS

Dimostrazione. 1 Perognia € A, a < gf(a) se e soltanto se f(a) < f(a) e, analogamente,
per ogni b € B, fg(b) < b se e soltanto se g(b) < g(b).

2. Seay,a; € Aeby, by € B, applicando la Punto 2 e Punto 1, si ha che a; < a; —
a1 < gf(az2) < f(a1) < f(a2). Analogamente, by < by — fg(b1) < by <> fg(by) <
by > g(b1) < g(b2).

3. Per Punto 1 e Punto 2, si ha f(a) < fgf(a). Inoltre, se si applica Punto 1
ponendo b = f(a), si ha che fgf(a) < f(a). L'altra uguaglianza si dimostra in modo
analogo. ]

Dal lemma precedente, si deduce che, se f e g formano una connessione di Galois
(monotona), allora fg & un operatore di chiusura e gf € un operatore di interno.

Lemma 2.23. Sia {a; | i € I} C A. Se f: A — B e aggiunto sinistro in una connessione di
Galois (f,g), con g: B — A, allora, se esiste \/;cy a;, si ha che f(\/;cra;) = Vier f(a;).

Dimostrazione. Per ogni i € I, a; < \/;cra; per definizione. Per Punto 2, f(a;) <
f(Vierai), dunque f \;cja; € un maggiorante per {f(a;) }ie;.

Sia, ora, y € B tale che f(a;) < y. Allora, per la Definizione 2.21, a; < g(y)Vi € I,
quindi g(y) & un maggiorante per {a;};c;. Ma allora, \;c;a; < g(y) e, di nuovo per la
Definizione 2.21, si ha f(\/;cra;) < y. Abbiamo cosi provato che f(\/;cr4;) € il minimo
dei maggioranti di {f(a;) }ic; e, dunque, la tesi. O

Un risultato analogo si ha per I’aggiunto destro ed é il seguente.

Lemma 2.24. Sia {b; | i € I} C B. Se g: B — A ¢ aggiunto destro in una connessione di
Galois (f,g), con f: A — B, allora (N1 bi) = Nie1 §(bi), se \icp bi esiste.

La dimostrazione e lasciata per esercizio.

Lemma 2.25. Siano (A, <) e (B, <p) due insiemi parzialmente ordinati ed f una qualsiasi
funzione da A in B. Se h e g sono funzioni da B in A taliche f 4 ge f { hallorag = h.

Dimostrazione. Siccome f - h, dal punto 1 del Lemma 2.22 otteniamo f(h(b)) <
b. Inoltre, applicando la (5) alla connessione di Galois f 4 ¢ con a = h(b
f(h(b)) < b se e soltanto se h(b) < g(b). Dunque per ogni b € B vale h(b)

N
x
=

Simmetricamente, siccome f - g, dal punto 1 del Lemma 2.22 otteniamo f(g(b)) < b.
Inoltre, applicando la (5) alla connessione di Galois f 4 h con a = g(b) siha: f(g(b)) <
b se e soltanto se g(b) < h(b). In conclusione, per ogni b € B vale h(b) = g(b) e il
lemma e dimostrato. O

Dati due reticoli completi (A, A,V) e (B,A,V) e una funzione f: A — B che
preserva i join arbitrari, & possibile definire una funzione g: B — A tale che f e g
formino una connessione di Galois monotona, come stabilisce il seguente risultato.

Lemma 2.26. Siano (A, A\, V) e (B, A, V) due reticoli completi. Se f: A — B preserva i sup,
allora é aggiunto sinistro in una connessione di Galois (monotona).
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2.2 CONNESSIONI DI GALOIS

Dimostrazione. Definiamo, per ogni b € B,

g(b) =\/{z€ A|f(z) <b}

e proviamo che, con g cosi definita, otteniamo una connessione di Galois (monotona).
Se f(a) < b,alloraa € {z € A| f(z) < b} e quindi, banalmente, 2 < \/{z € A |
f(z) < b}, cioe a < g(b). Per provare il viceversa, osserviamo che f & monotona.
Infatti, se 41,4, € A sono tali che a; < ay, si ha che a; Va, = a;. Di conseguenza,

f(a1Vaz) = f(az) = f(a1) V f(az) e quindi f(a1) < f(a2).

Supponiamo ora che a < g(b). Per quanto appena osservato, f(a) < f(\/{z € A |
f(z) <b})=V{f(z) | f(z) < b} =b. In conclusione, f e g soddisfano 1'(5) e dunque
formano una connessione di Galois. O

Esempio 2.27. Siano X, Y insiemi, sia f(X) il pitt piccolo (o la pitt piccola) sottogruppo
(o ideale, o sottalgebra...) contenente X e sia ¢(Y) = “insieme soggiacente a Y". Provare
che f 4g.

Osservazione 2.28. Siano X,Y due insiemi esia f: X — Y. Presi M C X e N C Y,
definiamo 'operatore immagine diretta 7: (A) — £(B) come segue:

7(M) ={yeY|3Ixe Mtalechey = f(x)}

%
e I'operatore immagine inversa f : §(B) — §2(A) come segue:

F(N)={x € X|3y € N tale che y = f(x)}.

Sia, inoltre, )
FM)={y|f'(y) € M}.

F Q F
Una semplice verifica insiemistica prova che che 7 4 f 4 f dunque f e sia aggiunto
sinistro che aggiunto destro. Ne consegue che:

L xnY) = x)nF )
2 F(xUY)="F(x)UF(¥);

3. 7(@) =;

4 (o) =2
5. F (B) = 4;
6. f(WUZ)= F (W)U f(2);

<_
7. ?( f (Y)) C Y (sinoti che vale 'uguaglianza se f & suriettiva);
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2.2 CONNESSIONI DI GALOIS

8. 7(?(X)) D X (si noti che vale l'uguaglianza se f & iniettiva).

In generale 7 non rispetta le intersezioni, come si puo vedere dal seguente esempio.

Esempio 2.29. Sia f: R?> — R definita da f(x,y) = x —y esia X := {(0,x) | x € R} e
Y == {(x,0) | x € R}. Allora XN Y = {(0,0)} e {0} = F(XNY)# F(X)N F(Y) =
RNR =1R.

Abbiamo parlato di connessioni di Galois monotone, ma storicamente il termine
connessione di Galois e stato riservato a coppie di funzioni antitone, cioe che invertono
l'ordine invece di preservarlo. Per recuperare la definizione originaria, facciamo qualche
semplice considerazione.

Osservazione 2.30. Dato un qualsiasi insieme parzialmente ordinato (P, <), il suo duale
(P, <) & ancora un insieme parzialmente ordinato; ovviamente in questo caso € pitl
comune scrivere > al posto di <. Similmente, se (P, <) & un reticolo anche (P, >) lo ¢,
infatti inf<{a,b} = sup>{a, b} e sup<{a, b} = inf>{a, b}, per ogni coppia di elementi
abeP.

La funzione identita da (P, <) a (P, <) e tale che p < g <+ q <~ p, cioe inverte
l'ordine.

Definizione 2.31

Siano (P, <) e (Q, =) due insiemi parzialmente ordinati. Una funzione f: (P, <
) = (Q, =) & detta anti-isomorfismo se ¢ biettiva e verifica p; < p» se e soltanto

se f(p2) = f(p1)-

Definizione 2.32

Una connessione di Galois antitona tra (A, <) e (B, <) & una connessione di
Galois monotona tra (A, <) e (B, =<7).

Presia € Aeb € Beprese f: A— B, g: B —+ A che formano una connessione di
Galois antitona, osserviamo che

f(a) <7 b se e soltanto se a < g(b)
equivale a

b < f(a) se e soltanto se a < g(b). (6)
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2.2 CONNESSIONI DI GALOIS

La (6) e proprio la condizione che definisce, in maniera diretta, le coppie f e g che
formano una connessione di Galois antitona. Si osservi che in una connessione di
Galois antitona la distinzione tra aggiunto sinistro e aggiunto destro sparisce, perché in
(6) sia f che g si trovano a destra della disuguaglianza.

Il nome connessione di Galois deriva dal fatto che la prima volta che un tale tipo di
connessioni furono osservate esplicitamente fu proprio nello studio di Evariste Galois
della risoluzione per radicali delle equazioni.

Esempio 2.33. Sia p(x) € Q[x] e sia A il suo campo di spezzamento. Definiamo
Autg(A) come l'insieme degli automorfismi di A che lascia fisso Q. La composizione
di funzioni induce una struttura di gruppo su Autg(A). Ogni estensione algebrica B di
A induce un sottogruppo Galg < Autq(A) e viceversa ogni sottogruppo G < Autg(A)
induce un’estensione algebrica di Exts. Si ha che G < Galp se e soltanto se B < Extg.

Vediamo altri due esempi di connessioni di Galois antitone, uno dalla Geometria
Algebrica e l'altro dalla Logica Matematica.

Esempio 2.34. Sia k un campo algebricamente chiuso e sia k[x;...x,] l’anello dei
polinomi in n variabili a coefficienti in k. Dato S C k", definiamo

I(S)={pe€klxi...xs) | p(s) =0Vs € S}
l'ideale dei polinomi che si annullano nei punti di S e, preso Q C k[x; ... x,], sia
V(Q)={sek"|p(s)=0VpeQ}.

Si ha, allora, che I e V formano una connessione di Galois antitona, ovvero che Q C
I(S) <+ S C V(Q). Gli operatori di chiusura e di interno associati sono, rispettivamente,
Vol(S)eloV(Q).

Esempio 2.35. Sia K una classe di strutture del primo ordine in un linguaggio £ e
consideriamo

Th(K) = {9 | M F 9 YM € K}

I'insieme delle formule soddisfatte da tutte le strutture della classe. Viceversa, sia
S C FormV un insieme di formule nel linguaggio £ e consideriamo

Mod(S) ={M | M = ¢Vp S}

I'insieme di tutte le strutture che sono modelli di tutte le formule di S. Si pud provare
che K C Mod(S) se e soltanto se S C Th(K), ossia che Mod(S) e Th(K) formano una
connessione di Galois antitona.

Osservando attentamente le definizioni in Esempi 2.34 e 2.35, ci si puo rendere conto
che quelle di I e V sono sintatticamente molto simili a quelle di Th e Mod. In effetti,
questi esempi ricadono all’interno di una costruzione pitt generale, che descriviamo qui
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2.2 CONNESSIONI DI GALOIS

concludendo la sezione. Siano A e B due insiemi e R C A x B una relazione. Definiamo
per XCAeYCB
X" :={beB]|(x,b) e RVxe X}

Y9 ={a€A|(a,y) ERVyeY}.

Gli operatori ¥ e < formano una connessione di Galois antitona e in effetti tutte le
connessioni di Galois antitone sono indotte in questa maniera.
Ne deriva che le composizioni ®< e “¥ sono due operatori di chiusura.
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SECONDO E TERZO TEOREMA DI ISOMORFISMO

3.1 IL SECONDO TEOREMA DI ISOMORFISMO

Lemma 3.1. Siano </ e 9 due algebre dello stesso tipo e f: .o/ — 98 un omomorfismo. Se U &

un sottouniverso di </ allora 7(U) e un sottouniverso di %. Inoltre se V & un sottouniverso
e

di %, allora f (V') e un sottouniverso di </ .

Dimostrazione. Mostriamo che se U e un sottouniverso di </ allora 7([1) € un sot-
touniverso di #. Siano y1,...,yn € ?(U) arbitrari e sia ¢ un qualsiasi simbolo di

operazione n-aria nel linguaggio di <7 e #. Poiché y1,...,y, € f (U) devono esistere
X1,...,%, € U tali che f(x;) = y; per ogni i < n. Calcoliamo

7 oyn) =87 (f(x1), .. fxn))

= (g7 (x1,...,xu)) perché f & un omomorfismo
= f(g7 (%1, .., xn)) € 7([1) perché g7 (x1,...,x,) € U
La prova della seconda parte dell’enunciato e lasciata per esercizio al lettore. O

Teorema 3.2

Siano </ e A due algebre e f: o/ — 98 un omomorfismo. Per ogni X C A si ha
7 (sg” (X)) = sg”(f (%))

Dimostrazione. Ricordiamo che 7 preserva l'ordine, cioe se X C Y allora 7(X) C
7(Y) Dimostriamo le due inclusioni.

Abbiamo la seguente catena di implicazioni
X C sg”(X) implica
7(x) < 7 (se” (%) implica
sg” (7 (X)) € sg”(7 (s”(X)) = 1 (s (X)),
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3.1 IL SECONDO TEOREMA DI ISOMORFISMO

dove 'ultima uguaglianza segue dal fatto che 7(Sg“2{(X)) e un sottouniverso di

% per il Lemma 3.1.

Per il punto 8 dell'Osservazione 2.28 si ha

x< F7x) < Fese?(F (X))

(7)

e d . . .
Per il Lemma 3.1 f (Sg” (7(}( ))) & un sottouniverso di .27, che contiene X per la

,d
(7), dunque -

sg” (X) € f (s8”(f (X)).
Ne segue che
7 (sg” (X)) € 7 (sg”(F (X)) € 58" (F (X)),
Quindi f (sg” (X)) € sg”( (X)).
Corollario 3.3. Sia f: .o/ — 9 un omomorfismo.
J ?: Sub ./ — Sub A preserva i join e

< .
* f: SubZ# — Sub.o/ preserva i meet.

Dimostrazione. Verifichiamo la prima affermazione:

7(X VY) = 7(Sg‘7{(X uY)) per la definizione di V
= Sg‘@(?(X uY)) per il Teorema 3.2
= Sg%(7(X) U ?(Y)) per 1'Osservazione 2.28
= f(X)V ?(Y) per la definizione di V

Analogamente, per la seconda:

Fazaw) =Fzaw) =F@nFw) =TF@)rFmw).

O]

In base all’Esempio 2.29, 7 non puo preservare le intersezioni e quindi neanche i

meet. Il prossimo esempio mostra che f in generale non preserva i join.

Esempio 3.4. Consideriamo i due reticoli &7 e & e la funzione f tra di essi definiti

come in figura.
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3.1 IL SECONDO TEOREMA DI ISOMORFISMO

Siano

c / ° b Calcoliamo,
N VAR TONUNONEE

M, quindi f (XVY) = £ mentre

£(0)
Nl — ?( vy

(0.0t} {{Obu}}mb}
0,a, 0,a,b,c;. Dunque
Fxvy, 2 7() V. o

L’esempio qui sopra mostra anche che in generale f (Sg”(Z)) = Sg”( f (Z)), basta
prendere Z = {f(0), f(a), f(b)}.

La seguente tabella riassume le proprieta trovate finora.

unioni intersezioni meetin Sub join in Sub

Z Si No No Si
) Si Si No

Tabella 1: Compatibilita delle funzioni immagine diretta e immagine inversa.

Estendiamo la notazione utilizzata per indicare I'immagine diretta e inversa alle
relazioni binarie. Siano § C A% e P C B2, definiamo:

70 = {(f(), f) | (x,y) € 6}
F W) =10y | (F). Fv) € 9}

Iﬁmma 3.5. Siano </ e A due algebre, f: of — Z un omomorfismo e Y € Con %, allora
f (¢) € Conor.

Dimostrazione. Mostriamo che f () € una rela21one d’equ1va1enza Poiché i €

)
(fg (a)) € ¢ quindi 0, C f( ). Per la

simmetria osserviamo che (ay,a;) € 1rnphca che (f(a1), f(a2)) € ¥ quindi

ConZ si ha che per ogni a € A,

(f(a2), f(a1)) € ¢ e dugnue (az,a1) € f( ). La transitivita e analoga. Per la pro-
prieta di sost1tuz10ne consideriamo un s1mbolo di operazione n-aria § e supponiamo
(a,b) € f( ¥) (cioe (a1,b1),..., (an, bn) € f( )); allora si ha (f(a), f(b)) € ¢ e quin-
di ((f(@)),8(f(0))) = (f(8(ar,--.,an)), f(8(b1,.... bn))) € ¢ da cui (g(a),g(b)) €
f (). O

Il prossimo esempio mostra che in generale 'immagine diretta non preserva le
congruenze.
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3.1 IL SECONDO TEOREMA DI ISOMORFISMO

Esempio 3.6. Consideriamo i due reticoli .Z e .# e la funzione g tra di essi definiti
come in figura.

a g Definiamo la  congruenza 6 come  se-

< | \%2 gue: 0 = CgZ{(ab),(cd)} = 0gpU
b | {(a,b),(c,d),(ba),(d,c)}. Allora §(0) =
| > 1 0, U{(21),(1,0),(1,2),01)}  Ma questa
c | non é transitiva, infatti (2,1), (1,0) € 7 (6) mentre
d/o (2,0) ¢ ().

Sia o/ un’algebra e 6,y € Con.«/. Definiamo la relazione binaria su A/6:
$/6:={(x/6,y/0) | (x,y) € ¢}. ®)

Osserviamo che in base alla definizione (8), (x/6,y/60) € /0 se e soltanto se esistono
u,v € Ataliche (x,u) €6, (y,v) €be(un)cE .

Lemma 3.7. Siano </ é un’algebrae 0,9 € Cono/. Se 6 C y allora /6 e una congruenza su
/8.

Dimostrazione. La dimostrazione € immediata una volta verificata la seguente osserva-
zione: se 0 C ¢ allora

(x/60,y/0) € /0 se e soltanto se (x,y) € .

Infatti, I'implicazione da destra verso sinistra € ovvia, mentre per quella da sinistra
verso destra basta osservare che (x/6,y/6) € /6 implica che esistono u,v € A tali che
(x,u) €6, (y,v) €be(uuv)cp;siccomed C psiha (x,u) €y, (y,v) € Ppe(uv) <y,
che danno (x,y) € ¢. A questo punto la dimostrazione del lemma si riduce a una
semplice verifica delle proprieta delle congruenze. O

Teorema 3.8 (secondo teorema di isomorfismo)

Sia o/ un’algebra e 6,9 € Con.o/ con 0 C . Si ha

A/6
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3.2 IL TERZO TEOREMA DI ISOMORFISMO

Dimostrazione. Definiamo una funzione f da A/6 in A/y come segue: f(x/0) :== x/p.
La funzione ¢ ben definita perché se (x,y) € 6§ C ¢ allora x/¢ = y/¢. Se g & un
simbolo di operazione n-ario nel linguaggio di &/ e x1,...,x, € A, allora

o

f <gm/e (%%)) = f ((W)) per la definizione di g /*
o

=f <<g(xl,,xn)>> per la definizione di f

(4
—f oy [ X1 Xn la definizi di o7/
= g 1!) ey 1!) per a dermizione di g

Si vede inoltre facilmente che f e suriettiva. Calcoliamo infine ker f. Si ha che
(x/6,y/6) € ker f se e soltanto se (x,y) € i se e soltanto se (x/0,y/0) € /6. Dunque
il primo teorema di isomorfismo (Teorema 1.32) da l'isomorfismo cercato. O

Notazione 3.9. Se ¥ & un reticolo e 4,b € £ con a < b, definiamo I(g,b) := {x € £ |
a < x < b}. Sinoti che I(a, b) & un sottoreticolo di .Z.

Teorema 3.10 (di corrispondenza)

Sia o/ un’algebra e 0 € Con «/. Consideriamo la proiezione canonica qo: &/ — </ /6.
Allora

%: 1(6,1,/) C Con./ — Con(A/0)
P 9/0

e un isomorfismo.

Dimostrazione. Osserviamo che per il Lemma 3.7, per ogni ¢ € I(6,1,/) la relazione
3¢ () = 1/8 & effettivamente una congruenza di (A/6). Poiché 74 e &y formano una

connessione di Galois monotona, per il Corollario 3.3 preservano entrambe 'ordine.

Quindi, per mostrare che ﬁ € un isomorfismo, in base al Lemma 2.12, basta far vedere
che %) e <q_9 sono 'una l'inversa dell’altra. Per il punto 7 del Osservazione 2.28 sgpiamo
che % o % = id perché gy e suriettiva. Infine, calcolando di ottiene % oqg(yp) =

7o ({(x/0,y/0) | (x,y) € 9}) = ¢. i

3.2 IL TERZO TEOREMA DI ISOMORFISMO

Prima di enunciare il terzo teorema di isomorfismo, richiamiamo il terzo teorema di
isomorfismo per i gruppi, in modo da evidenziarne gli aspetti fondamentali:
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Teorema 3.11 (Terzo teorema di isomorfismo dei gruppi)

Sia 4 un gruppo, H < Ge N < G. Allora
1. HN < G;
2. N < HN;

3. HN/N =~ H/HNN.

Questo rappresenta un caso particolare del terzo teorema di omomorfismo in
algebra universale. Osserviamo, infatti, che il sottogruppo H puo essere pensato come
una sottoalgebra di ¢, il sottogruppo normale N & univocamente associato a una
congruenza su ¢ e H N N rappresenta la restrizione della congruenza ad H. Inoltre si
notiche HN = {h-n |h € H, n € N} = Upey hN, e hN pud essere descritto come la
classe di equivalenza di  rispetto alla congruenza associata ad N.

Definizione 3.12

Sia &7 un’algebra, B C A e 6 € Con <. Definiamo

BB::Ub/G e GrB::9ﬂBZ
beB

Se % < o/ (ovvero % & una sottoalgebra di <7), allora BY & un sottouniverso di
</ e 0p € una congruenza.

Teorema 3.13 (Terzo teorema di isomorfismo)

Sia o/ un’algebra, # < </ e § € Con.o/. Allora:
1. B < of;
2. O € Con %Y,

3. B%/0,p0 = B/6)35.

Dimostrazione. Le prime due asserzioni sono di facile verifica e sono quindi lasciate
al lettore. Per quanto riguarda la terza, osserviamo preliminarmente che c’@ una
banale immersione B — B? e un quoziente B? —» BY/ 0o Definiamo la composizione
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3.2 IL TERZO TEOREMA DI ISOMORFISMO

f: B B - BY/ 0ps- Mostriamo che f & suriettiva. Prendiamo un elemento arbitrario
di BY/ O1pe, a/6;pe dove a € BY. Quindi deve esistere b € B tale che a 6 b. Ma allora
a/0ygo = b/0p = f(b). Notiamo inoltre che ker f = 0. Quindi applicando il primo
teorema di isomorfismo (Teorema 1.32) otteniamo che BY/ 01pe = B/6;p. O
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DECOMPOSIZIONE DI ALGEBRE

4.1 DECOMPOSIZIONI DIRETTE

Definizione 4.1

Date tre algebre <7, 27, %, diremo che .27 e @ danno origine a una decomposi-
zione in prodotto di .7 se

A = X b

Notazione 4.2. Siano #/ e <% due algebre. Allora chiameremo proiezioni e indicheremo
con p; per i = 1,2 le applicazioni suriettive:

pit A X o — o pi(ar,a;) =a; peri=12.
Indichiamo con
i =kerp; = {((a1,a2), (b1,b2)) € (A1 x A2)* | a; = b} C (4 x 4)* peri=1,2.
Notiamo che
m Ay ={((a1,a2),(b1,02)) € (A1 X A2) | a1 = b1 a3 = by} = 0z <.y

e inoltre
M2 = Lo

Infatti se (ay,a2), (b1, ba) € A1 X Ay allora ((a1,a2), (a1,b2)) € 71 e ((ay,b2), (b1, b2)) €
12 e cid implica che ((a1,az2), (b1, b2)) € 115 12.

Definizione 4.3

Due congruenze 6, ¢ di un’algebra .27 si dicono complementarise 0 A =0, e
0,9 =1,.
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—

Teorema 4.4

Data un’algebra <7 e 0,19 € Con .o/ complementari si ha:

o = /0 x /P tramite Uapplicazione a N (a/6,a/).

Inoltre ogni decomposizione in prodotto diretto di </ ha questa forma.

imostrazione. iamo gia verificato che se = 5» allora le due congruenze
D t Abb ficato chi o = o) x b allora le d

n; = ker p;, coni = 1,2, sono complementari. Viceversa, verifichiamo che la funzione h,
descritta nell’enunciato, & un isomorfismo:

OoMOMORFISMO: Consideriamo un simbolo di operazione n-aria g e a € A". Allora

h(g(@)) = (g(@)/0,8(a/y) = (g(a/0),g@/y)) = g(h(a)).

INIETTIVITA: Siano aq,a; € A tali che (a1/6,a1/¢) = (a2/60,a2/9), cioe a1/0 = ay/6
ea /P = ax/P. Allora (a1,a2) € 0 e (a1,a2) € ¢ quindi (a1,a2) € 6N P = 0.
Ma allora a; = a.

SURIETTIVITA: Consideriamo (a/6,b/¢y) € o/ /0 x o/ /. Notiamo che (a,b) € 1, =
6; ¢, quindi deve esistere ¢ € A tale che (a,c) € 6 e (¢,b) € ¢. Dunque
(a/0,b/¢) = (c/6,c/p) = h(c). O

Definizione 4.5

Un’algebra &/ & detta direttamente indecomponibile se non e isomorfa al
prodotto diretto di algebre non banali.

Purtroppo in generale non ¢ possibile dimostrare che “ogni algebra si decompone
nel prodotto diretto di algebre direttamente indecomponibili”, come si evince dal
prossimo esempio.

Esempio 4.6. Sia IF; il campo costituito da due elementi. Consideriamo gli IF>-spazi
vettoriali. Se una base di uno spazio vettoriali si puod dividere in due insiemi disgiunti,
si ha una decomposizione diretta dello spazio vettoriale. Quindi 1'unico F,-spazio
vettoriale direttamente indecomponibile ¢ quello di dimensione 1. Sia V' un IF,-spazio
vettoriale di dimensione infinita numerabile, allora:

1. V non e direttamente indecomponibile;
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2. V non ¢ il prodotto di un numero finito di spazi 1-dimensionali, perché il prodotto
avrebbe dimensione finita, diversamente da V;

3. V non ¢ il prodotto di un numero infinito di spazi 1-dimensionali perché |V| = X,
quindi se I & infinito [F}| > 2% > X,

4.2 DECOMPOSIZIONI SOTTODIRETTE

Il tentativo di rappresentare ogni algebra come prodotto diretto di algebre direttamente
decomponibili fallisce perché si richiede che 'algebra sia isomorfa a un prodotto. Pos-
siamo indebolire questa richiesta richiedendo solamente che l'algebra si immerga in un
prodotto. Per far si che i fattori del prodotto siano quozienti dell’algebra di partenza
¢ sufficiente richiedere che le composizioni dell'immersione con le proiezioni siano
ancora sureittive.

Sia # = Il;c1<%, per ogni i € I indichiamo con p;: f + f(i) le proiezioni canoniche
e con 77; := ker p; i loro nuclei. Osserviamo che (;c;#; = 04, ovvero per ogni f,g €
[Tic; < se f # g allora esiste i € I tale che f(i) # g(i).

Definizione 4.7

Siano A e {7 | i € I} algebre dello stesso tipo e siano h;: % — < omomorfismi.
Diremo che la famiglia {h; | i € I} separa i punti se per ogni coppia di elementi
distinti x, y € B esiste i € [ tale che h;(x) # h;(y).

Definizione 4.8

Sia {h;: B — A; | i € I} una famiglia di funzioni. Definiamo la mappa prodotto

Hielhi3 B — HA{

iel

ponendo, per ogni b € B:

ITicrhi(b) :== (hi(b) | i€ 1) (o equivalentemente IT;c h;(b) (i) :== hi(D)).

Proposizione 4.9. Sia {h; | hj: B — <, i € I} una famiglia di omomorfismi. Ponendo
h == Ilicrh; si ha ker h = ;¢ ker h; e inoltre le sequenti affermazioni sono equivalenti:

(i) la famiglia {h; | i € 1} separa i punti;

(ii) h é iniettiva;
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(lll) kerh = niEI hi = 0‘%’

Dimostrazione. Mostriamo prima di tutto che kerh = N;c; kerh;. Cid vale in quanto
(b1,by) € kerh se e soltanto se h;(by) = h;(by) per ogni i € I, se e soltanto se (b1, by) €
Nicr ker h;. Proviamo ora le equivalenze.

(i) = (ii) Siano by, by € B con by # by. Allora {h; | i € I} separa i punti, in altre
parole, esiste i € I tale che h;(b;) # h;i(by), quindi h(by) # h(by).

(ii) = (iii) Deriva dall’ Esercizio 1.38, poiché il nucleo di una funzione invettiva & la
relazione identica.

(iii) = (i) Supponiamo kerh = 04 = (;c; ker h;. Consideriamo by, b, € B con by #
by allora (b1, by) & ;e ker h; e cid implica che esiste i € I tale che (b1, by) & kerh;,
dunque hl(bl) 75 ]’ll(bz) ]

Definizione 4.10

Un’algebra % & detta prodotto sottodiretto delle algebre {A; | i € I} se
1. % e una sottoalgebra di [[;c; % e

2. per ogni i € I, 'applicazione pj,,: & < [lic; ¥ — < & suriettiva.

Un monomorfismo g: & — [1;c; # ¢ detto sottodiretto se ¢ (B) & un prodotto
sottodiretto delle .. In questo caso diciamo che g € una rappresentazione
sottodiretta di #. Indicheremo con — un monomorfismo sottodiretto.

Proposizione 4.11. Sia </ un’algebra e {0; | i € I} una famiglia di congruenze su <.
Se Nie10i = Oy, allora la mappa 1ic1q9,: &/ — [lic; @7 /0; & un'immersione sottodiretta.
Viceversa se g: &/ ~— [ljc; % e una rappresentazione sottodiretta allora ponendo 6; =
ker(piog) siha (N6 =0y e B = </ /06;.

Dimostrazione. Indichiamo con ¢q;: &/ — </ /6; le mappe canoniche gy e definiamo
q = [lie; gi-Utilizzando la Proposizione 4.9 otteniamo che da kergq = ;¢  kergq; =
Nic10i = 0 segue che g € un monomorfismo. Inoltre osserviamo che le proiezioni
pit Ilje; Aj — A; hanno la proprieta che p; o g = g;, infatti se a € A allora p; o g(a) =
pi((gi(a) | i € I)) = gi(a). Tuttavia le g; sono suriettive quindi lo sono anche le
composizioni p; o g per ogni i € I.

Viceversa, se g: &/ — [lic; % € una rappresentazone sottodiretta, allora p; o
g: A — B; & suriettiva per ogni i € I. Quindi, per il primo teorema di isomorfi-
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smo (Teorema 1.32), %; = o/ / ker(p; o g). Poniamo 6; := ker(p; o ¢). Notiamo ora
che

(16 = Nker(piog)

- = ﬁ{(alr‘h) | pioglar) = piog(az)}
= F]{(al,az) | g(a1)(i) = g(a2)(i)}
= Z{E(Iﬂlfﬂz) | §(a1) = g(az)}
— Kerg.
Siccome g & un monomorfismo, ker g = O,z =

Esempio 4.12. Sia P I'insieme dei numeri primi e Z il gruppo additivo degli interi. Per
ogni p € P sia 6, la congruenza modulo p su Z. Allora si ha che (,cp 0 = 0z, quindi
per la proposizione precedente

z—1]z/6,=1] 2.

pelP pelP

Definizione 4.13

Diremo che un’algebra <7 & sottodirettamente indecomponibile (o irriducibile)
se per ogni sua rappresentazione sottodiretta h: & — [];c; < esiste i € I tale
che pjoh: o/ — </ & un isomorfismo.

Esempio 4.14. L'unico reticolo distributivo sottodirettamente indecomponibile e il
reticolo ({0,1}, A, V).

Esempio 4.15. Un gruppo abeliano finito e sottodirettamente indecomponibile se e
isomorfo a Z,» per qualche primo p.

4.3 IL TEOREMA DI RAPPRESENTAZIONE SOTTODIRETTA DI BIRKHOFF

Definizione 4.16

Siano .Z un reticolo e a € .Z. Diremo che a & A-irriducibile se per ogni b,c € .&
tali che a = b Acsihachea = boppurea =c.
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Inoltre, diremo che a & completamente A-irriducibile se per ogni X C . tale che
a= A\ Xsihacheae€ X.

Lemma 4.17. Sia £ un reticolo completo. Le sequenti sono equivalenti:

(i) a € £ e completamente N-irriducibile;
(ii) 3c € L tale che a < c e perognix € £ sea < x allorac < x.
Dimostrazione. Proviamo le due implicazioni.

(i) = (ii) Sia a completamente A-irriducibile. Consideriamo X := {x € £ | a < x}
e definiamo ¢ = A X. Sicuramente a < ¢, ma a # c¢ perché & completamente
A-irriducibile. Inoltre se x > a allora x € X quindi c < x.

(ii) = (i) Sia c un elemento che soddisfa la (ii) . Supponiamo per assurdo che a
non sia completamente A-irriducibile. Allora 3X C . talechea = AXea ¢ X.
Poiché per ogni x € X allora la (ii) implica che anche ¢ < x. Quindi si ottiene
a < c < AX =ache e assurdo.

O]

Teorema 4.18

Un'algebra </ e sottodirettamente irriducibile se e solo se 0, e completamente N-
irriducibile in Con(</). Piit in generale, se 6 e una congruenza di un’algebra <7, allora

</ /0 e sottodirettamente irriducibile se e solo se 0 e completamente N-irriducibile in
Con .o/.

Dimostrazione. Consideriamo un’algebra sottodirettamente irriducibile <7 e mostriamo
che 0., € completamente A-irriducibile. Supponiamo che 0., = A;c;0; per 6; € Con.o/.
Per la Proposizione 4.11 &/ = [ ;e &/ /i, chiamiamo g la rappresentazione sottodiretta.
L’algebra o7 & sottodirettamente irriducibile, quindi deve esistere i € I tale che p; o
g: A — A/6; & un isomorfismo. Allora p; o g & iniettivo, quinidi ker(p; o g) = 0./, ma
ker(p; o g) = 6; e dunque 6; = 0.

Viceversa, supponiamo che 0, sia completamente A-irriducibile e che g: &/ = [lier B
sia una rappresentazione sottodiretta. Sempre per la Proposizione 4.11 esistono 6; €
Con &/ tali che A\;c;0; = 0y € #B; = o7 /0;. Poiché 0., € completamente A-irriducibile
esiste i € [ tale che 6; = 0./, ma allora &7 /6; = &/ /0, = .

Infine consideriamo 6 € Con .2/ e mostriamo che .o/ /6 & sottodirettamente irriducibile
se e soltanto se e completamente A-irriducibile. Basta ricordare che, per il teorema di
corrispondenza (Teorema 3.10) Con(.«7/6) = I[0, 1] e in tale isomorfismo il minimo
0.7/9 di Con(7/6) corrisponde al minimo 6 di I(0,1./). Infatti per quanto appena

40



4.4 TL TEOREMA HSP

provato, <7 /8 é sottodirettamente irriducibile se e soltanto se 0,/ &€ completamente
A-irriducibile in Con(<7 /6) e cid equivalente a dire che 6 completamente A-irriducibile
in Con (). O

Teorema 4.19 (Birkhoff)

Ogni algebra non banale é isomorfa a un prodotto sottodiretto di algebre sottodirettamente
indecomponibili.

Dimostrazione. Sia &/ un’algebra non banale, consideriamo l'insieme:
[:={{a,b} |a,be Atalichea # b}.

Per ogni {a,b} € I possiamo trovare, utilizzando il lemma di Zorn, una congruenza
6, » che non includa (a, b) e che sia massimale rispetto a questa proprieta (si verifica che
l'insieme Zy, ) := {0 € Con/ | (a,b) ¢ 0} & induttivo). Osserviamo che la congruenza
8, € completamente A-irriducibile. Infatti, se 6, = Nie i, allora, poiché (a,b) & 6,
deve esistere i € | tale che (a,b) ¢ ¢;. Ma 6, & massimale rispetto alla proprieta di
non contenere (a,b), quindi ¢; C 6,,. Inoltre per ipotesi 6,;, C ¢; per ogni j € ], ne
segue che ¢; = 0, . Dunque per il Teorema 4.18 27 /6, ), e sottodirettamente irriducibile.
Si noti inoltre che N, pe1 0,5 = O, infatti se (c,d) € Nyapyerbap allora (c,d) € 0,
per ogni a,b € A con a # b, quindi si ha necessariamente ¢ = d. Ne segue, per la
Proposizione 4.11, che .o/ — [Lcr < /6;. O

Esercizio 4.20. Rappresentare il reticolo linearmente ordinato costituito da tre elementi
come prodotto sottodiretto di reticoli sottodirettamente irriducibili.

4.4 1L TEOREMA HSP

Definizione 4.21

Per una qualsiasi classe di algebre K, scriviamo IPs () per indicare la classe delle
algebre isomorfe a prodotti sottodiretti di algebre in K.

Ricordiamo che per varieta si intende una classe di algebre chiusa rispetto a H, S, IP.
Data una classe di algebre K, denotiamo con V(K) la piu piccola varieta contenente /.

Notazione 4.22. Se O; e O, sono operatori su classi di algebre, scriveremo O; < O, se
per ogni classe di algebre IC O1(K) C O,(K).
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Lemma 4.23. Valgono le sequenti:

1. SH <HS,
2. PS <SP,
3. PH<HP,
4. Ps <SP

] jone. Fissiamo una classe di algebre arbitraria K e mostriamo 1 primi due
Dimostrazione. F 1 di algeb bit K t d
punti. I punti 1 e 2 sono lasciati per esercizio.

Punto 1 Vogliamo provare che S(H(K)) € H(S(K)). Consideriamo &7 € S(I[—I(ICLZ, cio
significa che esiste un’alggﬁra % € K e un omomorfismo h tali che &/ < h (,%’)
Allora, per il Lemma 3.1, h (A) & un sottouniverso di % e poiché h & suriettiva,

per 'Osservazione <_2.28 h(h(A)) =A. Dunque & & un immagine omomorfa
della sottalegebra h (<) di 4, in simboli &/ € HS(K).

Punto 2 Supponiamo che &7 € P(S(K)). Questo vuol dire che esistono {%; | i € I} in K e
per ogni i € [ esiste un’algebra ¢; < %, tali che &/ = [];c; ¢;. Si vede facilmente
che [Tic; 6 < TIlicr %i. Quindi &/ e isomorfa a una sottoalgebra di un prodotto
diretto di algebre in /C, ovvero &/ € SIP(K).

O

Teorema 4.24

V=HSP.

Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che per ogni classe di algebre K si ha
V(K) = H(S(P(K)))-

L'inclusione HSIP(K) C V(K) & semplice da mostrare, infatti basta osservare che
HSP(K) CHSP(V(K)) = V(K). Per provare che V(K) < HSP(K) ¢ sufficiente
mostrare che HSP(K) & una varieta, poiché V(K) e la pit1 piccola varieta contenente
K. Per far vedere cid mostriamo che HSP(K) & chiusa per immagini omomorfe,
sottalgebre e prodotti diretti. Ovviamente H(HSP) = HSP e, utilizzando il lemma
precedente (Lemma 4.23), si ha S(HSPP) < HS?P = HSP e P(HSP) < HSP? =
HSP. O

Notazione 4.25. Data una classe di algebre K, indicheremo con K; la classe delle
algebre in K che sono sottodirettamente irriducibili, in simboli,

Ksi. ={o | & € K e o & sottodirettamente irriducibile}.



4.4 TL TEOREMA HSP

Teorema 4.26

Sia V una varieta, allora V e esattamente la classe delle algebre isomorfe a prodotti
sottodiretti delle algebre sottodirettamente irriducibili in V, cioé

YV =P;(Vsi)-

Dimostrazione. Sia &/ € V. Per il teorema di rappresentazione sottodiretta di Birkhoff
(Teorema 4.19), € possibile scrivere <7 come prodotto sottodiretto di algebre sottodi-
rettamente irriducibili {%; | i € I}. Ma, per definizione di prodotto diretto, per ogni
i € I l'applicazione p;, , : &/ — %; &€ un omomorfismo suriettivo, dunque ogni algebra
%; € immagine omomorfa di &/ e quindi appartiene a V. Ne segue che & € P;(Vs; ).
Per provare l'altra inclusione e sufficiente applicare il Lemma 4.23 per ottenere che

Ps(Vsi) € S(P(Vsi)) CS(P(V)) = V. O

Esempio 4.27. Poiché, a meno di isomorfismo, 1'unico reticolo distributivo sottodiret-
tamente irriducibile & 2p := ({0,1}, min, max}, ogni reticolo distributivo & prodotto
sottodiretto di esso. Quindi, indicando con DL la classe dei reticoli distributivi, si ha

DL =V(2p) = Ps(2p).

Poiché il reticolo 2p € un sottoreticolo di qualsiasi reticolo distributivo non banale,
otteniamo che se .Z e un qualsiasi reticolo distributivo non banale si ha

DL =V(¥)=HSP(2).

Corollario 4.28. Una varieta di algebre & univocamente determinata dalle sue algebre sottodi-
rettamente indecomponibili. In generale se V e VV sono due varita di algebre allora

VW <— V,; CTW;;.
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ALGEBRE LIBERE

5.1 ALGEBRE DI TERMINI

Nelle sezioni precedenti abbiamo detto che un tipo & dato da un qualsiasi insieme F,
detto insieme dei simboli di operazione, e una qualsiasi funzione p: / — IN. Inoltre
una coppia (A, F4) & un’algebra di tipo (F, p) se per ogni f € F con p(f) = n ¢ una
funzione f4: A" — A in FA.

Fissiamo un tipo p: 7 — N e un insieme X (possibilmente infinito) disgiunto da
F. Chiameremo gli elementi di X le variabili. Indichiamo con F, := p~1(n) (tutti i
simboli di operazione n-aria). Chiameremo parola su X U F una stringa di simboli
presi da X U F.

Definizione 5.1

Sia p: F — IN un tipo e X disgiunto da . Definiamo per ricorsione su n gli
insiemi T}, nel seguente modo:

To = XU Fy
Tyl = TnU{fsl...sk |f€ Fk, S1,52,...,5; € Tn}

Infine scriviamo T,(X) = U,en Tn. Chiameremo T,(X) l'insieme dei termini
nelle variabili in X. Se w € T,(X) definiamo la complessita di w, in simboli | w |,
come il pit1 piccolo n tale w € Tj,.

Esempio 5.2. Prendiamo per esempio un tipo p tale che p(f) = 2 e p(g) = 3, allo-
ra la stringa fgxyzfxz € un termine. In notazione suffissa —molto pitt comune in
matematica— tale termine corrisponde a f(g(x,y,z), f(x,z)). Si noti che il vantaggio
della precedente notazione, detta notazione prefissa, € che e possibile evitare totalmente
le parentesi.

Come ¢ consueto fare, indicheremo un termine con il simbolo #(x1,...,x,) per
evidenziare che le variabili che compaiono in t variano tra xq,...,x, (ma possono
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formarne un sottoinsieme proprio). I termini possono essere pensati come combinazioni
formali di simboli di operazioni in un qualche tipo p. Per esempio, se p = {+, {a-}sca}
e il tipo degli spazi vettoriali su un campo A (il simbolo a- denota 'operazione
unaria di prodotto scalare per a), allora i termini in T,({x1,...,x,}) corrispondono alle
combinazioni lineari di n vettori. Se p = {+,-,0,1} i termini in T,({xy,...,x,}) sono i
polinomi in n variabili.

Osservazione 5.3. Quando consideriamo un polinomio p(x,y) ad esempio x> +y e lo
valutiamo in un punto (0,3) implicitamente stabiliamo che tutte le occorrenze di x
saranno sostituite da 0 e tutte quelle di y da 3. Ma I'insieme delle variabili non ¢ dotato
di un ordine esplicito, se ad esempio le variabili fossero © e ¢, non sarebbe pit1 chiaro
a quale sostituire 0 e a quale 3. Quindi in futuro assumeremo sempre che l'insieme X
delle variabili sia ordinato linearmente. Spesso si usa fissare 1'insieme delle variabili
X = {x1,x,...} come anche X, := {x1,x2,..., X }.

Abbiamo allora le seguenti proprieta:

1. Tp(Xy) e la sottoalgebra di T,(X.) generata da X,
2. Tp(Xo) C Tp(X1) C Tp(X2) C ... C Tp(Xy)
3. To(Xw) = Unen Tp(Xu) Quindi ogni termine in T, (X,,) contiene un numero finito

di variabili.

Definizione 5.4

Sia t(x1,...,x,) € Ty(X,) e sia &/ un’algebra di tipo p. Definiamo, per ricorsione
sulla complessita di t, 'operazione associata a t come la funzione n-aria su &/
data dalle seguenti.

1. Se t = x; allora t% (ay, ..., a,) == a;;

2. Se t = c per c operazione O-aria allora t‘“{(m, e, ly) = c4;

3. Set = fsysy...s¢ con f k-aria e sy,...,5¢ € Tp(Xp)

t”(al,...,an) = f”(sf’(al,..‘,an),si‘y(al,...,an),...,s;?(al,...

Proposizione 5.5. Siano </ e % algebre dello stesso tipo p.

1. Per ogni termine n-ario t e ogni omomotrfismo g: o — A
gt @y, ... ) = 7 (g(a1), .., g(an)

2. Per ogni termine t € T,(X,,) e ogni 0 € Con o/

a =p @ = t7(a7) = t“(ap)
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3. Per ogni sottoinsieme Y di A
sg”(Y) = {t"(y1,...,yn) | t € To(Xu),n € N, y1,...,yn € Y}
Dimostrazione. 1. Si dimostra per induzione sulla complessita di .
2. Sia gy I'epimorfismo canonico associato a 6, allora la proprieta 2. diventa
go(a1) = go(a2) = t7 (q0(a1)) =+ (q6(a2)) = qo(t” (@) = q0(t” (2))
dove l'ultima implicazione vale per la 1..

3. Si prova per induzione sulla complessita di ¢.
Ul

Se X U Fj & non vuoto si ha che T,(X) & non vuoto e quindi puo essere dotato di
una struttura algebrica di tipo p: 7 — IN.

Definizione 5.6

Per ogni tipo p e ogni insieme di variabili X, definiamo l'algebra .7,(X) il cui

dominio & T,(X) e le cui operazioni sono definite come segue. Per ogni f € F,
se p(f) = n allora f7%(X): To(X)" — Tp(X) ed & definita su ty,...,t, € T, come
Fo(ty, ..o ty) = ft1 ...ty

Lemma 5.7. Sia p un tipo e X disgiunto da F.
1. Jp(X) e generata da X.

2. Per ogni algebra </ di tipo p, ogni funzione h: X — A si estende univocamente ad un
omomorfismo h: L) — .

Dimostrazione. Dimostriamo i due punti.

1. Dire che 7,(X) & generata da X equivale a dire che Sg’"(X)(X) = T,(X). Ma
questo e una banale applicazione del Teorema 1.19.

2. Data una funzione funzione /: X — A dobbiamo definire 7 su tutto T,(X). Sia
w € T,(X), definiamo h(w) per induzione sulla complessita di w. Se | w |= 0,
allora o w € X e in questo caso h(w) := h(w) oppure w € Fy e in questo caso
h(w) := w? (che esiste perché il tipo di A & proprio p). Se | w |= n + 1 vuol dire
che w = fs;...s; per qualche sy,...,s5, € T, e f € F. Allora definiamo

h(w) = h(fsy...s0) = fAR(s1), ..., h(se)).

Si noti che, per costruzione, i € un omomorfismo e inoltre & 1'unica estensione di
h con questa proprieta, in quanto il modo descritto per costruirla e 1'unico che
definisce un omomorfismo.
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O]

Definizione 5.8

Sia K una classe di algebre dello stesso tipo p e sia % un’algebra di tipo p. Sia
XCu.

1. Diremo che % ha la proprieta della mappa universale per K su X se,
per ogni &/ € K, ogni funzione h: X — A si estende univocamente a un
omomorfismo h: % — <.

. Diremo che % & libera per K su X se % ha la proprieta 1. e inoltre X genera
U.

. Diremo che % e libera in K su X se % ha la proprieta 2. e inoltre % € K.

Se denotiamo con Alg, la classe di tutte le strutture di tipo p, il Lemma 5.7 afferma
che
Jp(X) & libera in Alg, su X

L'algebra .7,(X) e detta algebra assolutamente libera su X.

Osservazione 5.9. Si osservi che se .o/ € un’algebra di tipo p allora anche l'insieme delle
funzioni A4" pud essere dotato naturalmente della struttura di p-algebra definendo
le operazioni punto per punto. Se definiamo la funzione h: X, — A4" tale che
h(x;) = p} allora poiché T,(X,) € assolutamente libera, ci sara un’unica estensione I di
h a tutto T,(X,,). Per induzione si vede che ﬁ(t(xl, v X)) =t7(x1,...,x,), dove t
e 'operazione associata al termine f definita precedentemente.

Teorema 5.10

Siano % e U libere in IC su Xy e X rispettivamente. Se | Xy |=| Xz | allora 24 = .

Dimostrazione. Dire che X; e X hanno la stessa cardinalita, significa che esiste una
biezione tra di essi. Chiamiamo la biezione h: X; — X5. Poiché %4 ¢ libera in K su Xj,
h: Xy — X3 C U, si estende a un omomorfismo h: U — 9. Similmente abbiamo un
omomorfismo h~1: % — 74. Sia u € Uj, allora poiché U; & generato da X; devono
esistere x1,...,x, € Uj tali che p% (xy,...,x,) = u per qualche p € To(X1). Quindi

—_— —_

hloh(u) =hLoh(p™(x1,...,xn)) = pa(hLoh(x1),...,hLoh(xy)) =
= p(h_1 oh(xy),...,h toh(x,)) = p(x1,..., %) = U
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In maniera simile si vede che h o h=1 & I'identita su U, e dunque / & un isomorfismo da
2 in Y. a

Proposizione 5.11. Sia K una classe di algebre dello stesso tipo p, % un’algebra di tipo p e
X C U. Se % e libera per K su X allora & anche libera per HSIP(K) = V(K) su X.

Dimostrazione. Per provare 1’enunciato e sufficiente controllare che se % é libera per K
su X allora & anche libera per O(K) su X dove O € {H,S,P}.

Analizziamo il caso O = H. Sia & € H(K), cioe esiste B € K e f: B — <. Per
verificare che % ha la proprieta della mappa universale rispetto ad .2/ consideriamo
una qualsiasi assegnazione h: X — A. Per ogni x € X si pud considerare h(x) € A
e la sua controimmagine attraverso f: <7(h(x)) C B. Per l'assioma della scelta esiste
una funzione g che per ogni x "sceglie” un elemento by € f (h(x)), quindi g(x) := by.
Ma, siccome % ha la proprieta della mappa universale rispetto a # € I, g si estende
ad un omomorfismo g: % — 2. Consideriamo ora fog: Z — /. Questo & un
omomorfismo, perché f e g lo sono, e inoltre estende /, infatti preso x € X

fogx) = fog(x) = f(bx) = h(x).

Consideriamo ora il caso O = S. Sia &7 € S(K), verifichiamo che % ha la proprieta
della mappa universale rispetto ad «/. Se &/ € S5(K), esiste Z € K e f: & — A
monomorfismo. Sia h: X — A una funzione, allora / puo essere pensata come una
funzione da X in _B> che quindi puo essere estesa a un omomorfismo h:w — .

Controlliamo che 7 (U) C A;

= - -
h(U) = h(sg” (X)) =sg”(h

W

(X)) = sg”(H (X)) C A
dove l'ultima inclusione vale perché & (X) C A.

Infine, consideriamo il caso O = P. Sia &/ € P(K), cioe esistono delle algebre
%#; € K tali che & = [];c; ;. Prendiamo una funzione h: X — A. Allora per ogni
i € I la composizione di h con l'i-esima proiezione p; € una funzione p;oh: X — B;,
dungque si puo estendere (per ipotesi) a un omomorfismo hi: % — %;. Considero

huew — (h(u)|icl) e[]%:

i€l
h estende h, infatti per ogni x € X

h(x) = (hi(x) [i € 1) = (pioh(x) | i € ) = h(x).
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Esempio 5.12. Il gruppo ciclico Zs & libero per {Z;, Z3} su {1}. Quindi per la
proposizione precedente Zjz) & anche libero per V(Z,, Z3) su {1}. Si pud vedere che
V(Z,,7Z3) ¢ la classe dei gruppi abeliani assiomatizzata dall’equazione

6x =0

Ma Z3) non soddisfa questa equazione, quindi Zsy ¢ V(Z,.Z3). Si pud verificare perd
che che un quoziente di Z3, appartiene alla varieta V(Z,,Z3) e continua ad essere
libero per essa, ovvero Zs.

Definizione 5.13

Sia K una classe di algebre e &7 un’algebra dello stesso tipo. Definiamo

Af:={#ccones | A/O €S(K)}
A= /\Aé

Lemma 5.14. Se K é una classe di algebre e o/ ¢ dello stesso tipo, allora
o [ A € SP(K).

Dimostrazione. Notiamo che 7 /A4l si immerge sottodirettamente in [](=/ /6 | 6 € AZ),
quindi si ha

A =TT /016 € AR) € PS(K) = o/ /A¢ € SPS(K) = SP(K).

Teorema 5.15

Sia % libera per IC su X, allora % /AY @ libera in SP(K) su X /AY.

Dimostrazione. Chiamiamo Ax = AY, % = % /A X := X/Ax. Per ipotesi X genera
% , quindi, siccome le immagini dirette di omomorfismi preservano i sottouniversi
generati (Teorema 3.2), si ha che X genera % . Per il lemma precedente % € SIP(K).
Allora, per la Proposizione 5.11, per verificare che % abbia la proprieta della mappa
universale rispetto a SIP(K) basta far vedere che la ha rispetto a K.

Sia.«7 € K eh: X — A una qualsiasi funzione. Consideriamo la proiezione canonica
g: X — X. Allora hoq: X — A si estende univocamente ad una funzione f: % —
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/. Per il teorema fondamentale di omomorfismo esiste un unico omomorfismo
g U/ ker f — o tale che g o gyerp = f. Quindi

U /kerfeS(o) CS(K)

da cui ker f € Al = A C ker f. Consideriamo ora I'omomorfismo p: % — % / ker f
che associa [u],, +— [u]¢ (che & ben definita perché A C ker f). Mostriamo quindi che
I'omomorfismo h = g o p: % — < estende h. Sia x € X, allora

h([xae) = go p(Ixlae) = 8(1x]f) = g 0 drerf(x) = f(x) = hog(x) = h([x]y,).
O

Osservazione 5.16. Si noti che dal teorema precedente si ha che, se % ¢ libera per K su
X, allora % /A{ @ libera anche in HSIP(K) = V(K) su X/AY.

Osservazione 5.17. Se K contiene almeno un’algebra non banale, allora, nelle ipotesi del
teorema precedente, c’¢ una biezione tra X e X/Ay.

Infatti, se &/ € K € non banale, vuol dire che 3a,b € A con a # b. Siano x,y € X,
poiché % e libera per K su X, posso considerare una qualsiasi funzione f tale che
f(x) = ae f(y) = b e questa si estende a un omomorfismo da % in &/. Per il

teorema fondamentale di omomorfismo 3 ¢ € Con % tale che f =ioqy dove i & un
monomorfismo e gy & il quoziente canonico rispetto a 1. Ma allora % /¢ € S(K) e

inoltre (x,y) ¢ i perché qy(x) # qy4(y) (infatti i € un monomorfismo e F(x) # F(y)).
Applichiamo ora il Teorema 5.15 a Tp(X) (l’algebra assolutamente libera su X in

Algp).

Definizione 5.18

Sia K una classe di algebre di tipo p e sia X un qualsiasi insieme. Se X U Fy # &,
definiamo Fi (X) = F,(X)/Ak.

Proposizione 5.19. Se V ¢ una varieta di algebre di tipo p e se X U Fy # &, allora Fy(X) e
liberain V su X. Se V.=V (K) allora Fy(X) = Fx(X) € SP(K).

Dimostrazione. La dimostrazione & una banale applicazione del teorema 5.15. ]
Corollario 5.20. Ogni varieta di algebre V contiene algebre libere in V su qualsiasi insieme X.
Esempio 5.21. Vediamo degli esempi di algebre libere.

1. Sia A la varieta dei gruppi abeliani con operazioni fondamentali (4, —,0). Per
visualizzare le algebre libere in A dobbiamo considerare i termini esprimibili nel
linguaggio (+, —,0) e quozientarli rispetto a A4.
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5.2 IL TEOREMA DI BIRKHOFF
Supponiamo di avere solo due variabili. Termini diversi possono appartenere alla
stessa classe di equivalenza rispetto a A4, ad esempio:

x1+ (X2 +x2) # (21 + (x2 4+ x1) + (%2 — x1)

1+ (x2 4+ x2)]a, = [(x1 + (2 +2x1) + (2 — x1)]a,

Notiamo che
Fa(X2) = {kix1 + koxo | k1, ko € Z} = {(ky,k2) | k1, ko € Z} = 7?
In generale, se abbiamo 7 variabili,

Fa(Xn) ={kix1+ -+ +kuyxy |k € Z coni <n}=2"

. Sia R la varieta degli anelli commutativi con unita nel linguaggio (+, —,-,0,1).

Allora, ad esempio,
[x1-x34+x0 — (X2 22)|a, = [¥1 -3 — 21 + X2 — (X2 - X2) + x1] A,
In generale si ha
Fr(Xy) ={p(x1,...,x0) € Z[x1,...,%n]} = Z[x1,..., %]
Se non c’e 1 nel linguaggio, allora

Fr-(Xn) ={p € Z[x1,...,xn] | p(0,0,...,Q) =0}

n volte

. Sia D la varieta dei reticoli distributivi.

FD(Xl) = {xl,xl Nx1,x1V Xy, (Xl /\xl) \/xl,...}/AD = {[xl]AD}
FD(Xz) = {xl,xz,xl /\xz,xl \/Xz,xQ /\xl,xl VAN (x1 \/XQ),...}//\D

= {[x1]ap/ [x2]ap, [x1 A x2]ap, [x1 V x2] A }

Al crescere di n, Fp(X,) diventa subito molto complicato da studiare, in partico-
lare per n > 8 non e conosciuta nemmeno la cardinalita di Fp(Xy).

IL TEOREMA DI BIRKHOFF
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Definizione 5.22

Sia p un tipo. Un’equazione di tipo p € una qualsiasi coppia di termini (,s) nel
linguaggio p. Di solito le equazioni si scrivono

r = S.

Se o/ e un’algebra di tipo p, diremo che &/ soddisfa un’equazione r ~ s e

scriveremo &7 F r & s se si ha 7 = s7. Se K & una classe di algebre dello stesso

tipo p diremo che K soddisfa un’equazione (di tipo p) r ~ s se per ogni &7 € K si
ha &/ F r ~ s. Se cio vale scriveremo K F r ~ s.

Esempio 5.23. Sia p un tipo con una sola operazione - binaria. Sia ¥ = (x1 - x2) - x3 €
s =x1-(x2-x3). Allora Alg, 7 r ~ s, ma se consideriamo la classe di tutti i semigruppi
Sem C Alg,, allora

Sem Fr~s.

Lemma 5.24. Per ogni classe di algebre IC, le classi S(KC), H(KC) e IP(KC) soddisfano esattamente
le stesse equazioni di KC.

Dimostrazione. Siccome K C S(K),H(K),P(K), segue immediatamente dalla definizio-
ne che se un equazione s ~ t ¢ valida in S(K), H(K) oppure IP(K) allora & valida anche
in KC. Per mostrare I'altra implicazione supponiamo che K s ~ r, questo vuol dire che,
per ogni algebra &7 € K, &/ Fs ~r. Sia ora # € S(K), dunque deve esistere &/ € K
tale che Z < /. Ma in & vale s = r? e cid significa che per ogni ay,...,a, € A

7 “(ay, ..., an).

s?(ay,...,ay) =71

Allora, a maggior ragione, cio sara vero per tutte le by,...,b, € B C A, dunque
B E s ~ r. Seinvece Z € H(K) allora deve esistere &/ € K e un epimorfismo
h: o/ — 2. Poiché o/ F s ~ r abbiamo che

Vai,..., a, sd(m,...,un) :r”(al,...,an)

Siano by, ..., b, € B qualsiasi, poiché h e suriettiva devono esistere a1, ...,a, € A tali
che h(a;) = b;, dunque
s‘%’(bl,...,bn) :s‘%(h(al),...,h(an)) = h(s”(al,...,an)) =
=h(r“(ay,...,a,)) = r?(h(ay),..., hia,)) =
=r?(by,...,by).

Dunque possiamo concludere % = s ~ r.
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Infine se # € P(K) allora devono esistere <7 € K per i € I tali che B = [];c; 4.

Se by,...,b, € B, allora
S'%(bl,. . .,bn) :(S'Q{i<7Tl'(b1),.. .,ﬂi(bn>)>1’€[ =
:(T‘%(ﬂi(bl),. vy ni(bn)))iel = V‘@(bl,. . .,bn).
O

Lemma 5.25. Sia K una classe di algebre dello stesso tipo p, allora KC & r = s se e solo se, per
ogni o/ € K e per ogni omomorfismo h: 7 (X,,) — <, si ha h(r) = h(s).

Dimostrazione. Dimostriamo le due implicazioni.

Assumiamo che K F r ~ s, allora per ogni &/ € K vale che &/ F r = s, ma
cid significa che r/ = 5. Quindi in particolare, per qualunque omomorfismo
h: 7(Xw) = o

r (h(x1), ... h(xy)) = 57 (h(x1),..., h(xn)),
ma h € un omomorfismo quindi

h(r) = h(r7 o) (xq,..., x0)) = h(s7E) (xq,..., %) = h(s)

Presa &/ € Keay,...,a, € A dobbiamo mostrare che

rd(al,...,an) :sd(al,...,an).

Prendiamo la funzione h: X,, — A definita da h(x;) = a; per i < n. Essa si
estende ad un omomorfismo h: T(X,,) — </ e per ipotesi h(r) = h(s). Allora

r (a1, ..., a) =r7 (h(x1),..., h(xy)) = h(rT&e) (xy, ..
)

I
=)

(
= xn)
=h(sTX) (x1, ..., x0)) = 57 (h(x1), ..., h(xy))

:s”(al,...,an).

Teorema 5.26

Sia IC una classe di algebre e r ~ s un’equazione dello stesso tipo. Allora sono equivalenti:
(@) CEr=s
(b) Fr(Xw)Er=s

(c) (r,5) € Ak
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Dimostrazione. Proviamo le varie implicazioni.

(a) = (b)| Se K E r ~ s, allora per il lemma 5.24 anche SP(K) F r = s ma i (X,) €
SP(K) e quindi deve soddisfare r = s.

(b) = (c) | Per ipotesi r7<Xe) ([x1]a, .., [¥ulre) = 7 ([x1]ar, - -, [x¥n]a,), allo-
ra detto g,,. la proiezione canonica si ha

O (5 (2,0 xy)) =r 7R (gy (x1), .0 ga (x0)) =
:SQK(X‘U) (q/\)c (x1), R q?\/c(xﬂ)) =

:qAK(sT(XW) (X1,..., X))

(¢) = (a) | Dobbiamo mostrare che se (r,s) € Ax allora K F r ~ s. Possiamo
utilizzare il lemma 5.25. Per fare cio prendiamo un’algebra arbitraria & € K e un
omomorfismo h: T(X,) — <. Per il teorema fondamentale degli omomorfismi

T(Xw)/ kerh € S().

Quindi per definizione di A si ha Ax C kerh. Ma per ipotesi (r,s) € Ax quindi
(r,s) € kerh se e soltanto se h(r) = h(s).

O]

Se consideriamo una sola equazione r ~ s dove r ed s hanno arieta al piu 7, allora
nel teorema precedente si puo considerare .7,(X,,) invece di .7,(X,). Inoltre, come
mostrato nel seguente corollario, e sufficiente verificare che una data equazione valga
rispetto ai generatori liberi di .7, (X),) per essere sicuri che essa valga nella varieta a cui
I,(X,) appartiene.

Corollario 5.27. Se K ¢ una classe di algebre, r,s € T(X,,) e Fxc(Xy) I'algebra liberamente
generata da X,, = {x1,...,x,}, allora

g g
K E 1~ s se e soltanto se 7<) (x1, ..., xy) = s7Kn) (xy, .., x).

Dimostrazione. Se K F r ~ s, ragionando come nel Teorema 5.26 (ma prendendo solo
n variabili) si ha che .Z(X,) |= r ~ s e quindi, in particolare r” ’C(X")(x1, ce Xp) =
S‘%C(X")(xl, ..., Xn). Viceversa, se rgK(X")(xl, e Xp) = sy’C(X”)(xl, ..., Xy), prendiamo
un’algebra arbitraria &/ € K e ay,...,a, € A, dobbiamo mostrare che r”(al, R
s7(ay,...,a,). Consideriamo la mappa h: Zi(X,) — A tale che h(x;) = a; per ogni
i < n e estendiamolo a un omomorfismo /: .Zx(X,) — <. Si ha

(ay, ... 0y =17 (h(x1),..., h(xy) = A7) (x1, ..., %))
= h(sT P (x1, .., x0)) = 57 (W(x1), ..., h(xp)) = s7(a1,...,a,).

r
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Osservazione 5.28. Sia Eq, = sz(X), cioe l'insieme di tutte le possibili equazioni nel
linguaggio p. Se K & una classe di algebre di tipo p e T un’insieme di equazioni di tipo
p, possiamo definire
Id(K)={e €Eq,| AFe VAE€K}
Mod(T) ={A€nlg,| AFe VeeT}
Si noti che con la nostra precedente notazione potremmo scrivere Id(K) = K< e

Mod(T) = T%, dunque Mod() e Id() formano una connessione di Galois e le loro
composizioni danno degli operatori di chiusura:

K C Mod(Id(K)) e T C Id(Mod(T)).

Teorema 5.29 (Birkhoff)

Ogni varieta e assiomatizzabile da equazioni (cioe e una classe equazionale). Viceversa
ogni classe assiomatizzabile da equazioni e una varieta.

Dimostrazione. Data una varieta V dobbiamo trovare delle equazioni che la assioma-
tizzano. La strategia piu naturale & prendere come assiomatizzazione di V proprio
Id(V). Sicuramente V C Mod(Id(V)), dobbiamo verificare 'altra inclusione ovvero
V = Mod(Id(V)) C V.

Prendiamo &/ € V, sia Y un insieme di cardinalita max{|A|, w}. Possiamo allora
trovare una funzione suriettiva #: Y — A. Questa si estende a un omomorfismo
h: Ip(Y) — /. Consideriamo allora .# (Y) := 7,(Y)/Ay. Vogliamo dimostrare che
Ay = ker gy, C ker h cosicché, in base al Lemma 1.31, si possa asserire l'esistenza di un
epimorfismo da % (%) in &

Siano u,v € T,(Y) e supponiamo che (u,v) € kerq,,, cioé g, (1) = g, (v). Poiché
u,v € T,(Y) devono esistere y1,...,y, € Y taliche u = u(y1,...,yn) ev =0(y1,...,Yn)-
Per il Teorema 5.26 (1,v) € Ay implica VF u~ v, dunque u ~v € Id(V). Ma &/ € V
quindi A F u ~ v, allora

h(u) = h(u(yr, ..., yn) = u” (h(p), ... h(yn)) =
=07 (h(y), ..., h(yn)) = h(v(y1,..., yn)) = h(0)

dunque (u,v) € ker h.

Ne consegue che esiste un epimorfismo da .#(Y) in <7, 7
quindi & € H(V) = V perché V & una varieta. G
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Per quanto riguarda l'altra implicazione, ricordiamo che, per il Lemma 5.24, CFr =~ s
se e soltanto se O(K) F r = s per O € {H,S,P}. Dunque se una classe di algebre
K = Mod(T) con T insieme di equazioni, allora K = HSPP(K) cioé K & una varieta. [
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TEORIA DELLE CATEGORIE

La nozione di categoria fu introdotta per la prima volta da Samuel Eilenberg e Saunders
Mac Lane nel 1945 nell’ambito della topologia algebrica. Da qui in poi si e sviluppata
ed affermata come strumento di studio per le strutture matematiche analizzate da
un punto di vista molto generale. Una grande quantita di nozioni matematiche puo
essere espressa in termini categoriali o meglio in termini di oggetti e frecce tra questi
ultimi. Sono questi infatti le uniche nozioni primitive utilizzate in teoria delle Categorie.
Conosciamo numerosi esempi di strutture come i gruppi, gli anelli, gli spazi topologici,
e ognuna di queste ha particolari funzioni che ne conservano le proprieta che possiamo
chiamare in generale morfismi. Ma cosa hanno in comune tutti questi esempi? Partendo
da questa riflessione si da la definizione di categoria. Quello che stupisce & che non
sono solo le classi di strutture prima citate a rientrare nel modello fornito da una
categoria, in piu le frecce, che intuitivamente immaginiamo come delle funzioni, si
possono vedere in maniera molto astratta come delle relazioni tra oggetti. Da questo si
capisce che lo sforzo di generalizzazione & andato a buon fine, infatti, partendo da casi
particolari (le strutture matematiche) giungiamo ad una definizione assiomatica che
include i casi di partenza ma non si esaurisce con questi.

6.1 DEFINIZIONE DI CATEGORIA

Definizione 6.1

Una categoria ¢ comprende:

1. una collezione di ¢-oggetti ;

2. una collezione di ¥-frecce ( 0 ¥-morfismi );

3. un’operazione che assegna ad ogni ¢-freccia f due ¢-oggetti: domf e codf;
rispettivamente il dominio e il codominio di f. Possiamo indicare una
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freccia con il simbolo f: a — b oppure a ER b;

4. un’operazione di composizione tra le frecce che goda della proprieta
associativa;

5. per ogni ¢-oggetto b, una freccia identita 1,: b — b che sia elemento neutro
rispetto alla composizione di frecce.

Esempio 6.2. Un esempio banale di categoria ¢ la categoria unitaria costituita da un
solo elemento e da una sola freccia, la freccia identita.

Esempio 6.3. Consideriamo un insieme con una relazione di pre-ordine R. Possiamo
costruire una categoria che ha come oggetti gli elementi dell’insieme, stipulando che
c’eé una freccia tra due elementi p e g se pRq. Questo € un esempio di categoria nella
quale le frecce non sono funzioni. Notiamo inoltre che per ogni coppia di oggetti in P
esiste al piti una freccia tra i due, chiameremo categoria preordinata una per la quale &
soddisfatta questa proprieta.

Esempio 6.4. Consideriamo la collezione di tutti gli insiemi. Questa collezione, che
indichiamo con il simbolo Set, & una categoria i cui oggetti sono gli insiemi e le frecce
sono le funzioni tra questi ultimi. E una delle categorie piit importanti che viene usata
anche come modello per arrivare agli assiomi della definizione di topos.

CATEGORIA DISCRETA Quando in una categoria le frecce sono le sole frecce identita
si parla di categoria discreta. In questo caso le frecce si possono identificare con gli
oggetti e quindi la categoria e costituita solo da questi ultimi.

SOTTOCATEGORIA Sia ¥ una categoria e a e b due suoi oggetti. Introduciamo la
classe Homy(a,b) = {f | f: a — b}. Una categoria 4 & una sottocategoria di una
categoria 7, indicato con il simbolo ¢ C Z, se tutti gli €-oggetti sono anche Z-oggetti
e Homy (a,b) C Homg(a,b) per ogni coppia di oggetti a e b.

La categoria ¢’si dice una sottocategoria piena di Z se & una sottocategoria di Z e
in pitt Hom (a,b) = Homg(a, b).

CATEGORIA PRODOTTO Consideriamo due categorie ¢ e Z, possiamo costruire la
categoria prodotto ¢ x Z che ha per oggetti le coppie (a, b) e per frecce le coppie (f, g),
definite componente per componente.

CATEGORIE FRECCIA Sia ¥ una categoria. Con il simbolo ¥~ indichiamo la catego-
ria che ha come oggetti le ¥-frecce e dati dunque due ¢ -oggetti f e g, la freccia tra di
loro & la coppia (h, k) tale che il diagramma sottostante & commutativo.
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\w

E—
k
¢~ viene chiamata categoria freccia.

CATEGORIA COMMA Sia ¥ una categoria e a2 un suo oggetto, possiamo allora
costruire la categoria ¢ |a di oggetti su a, che ha come oggetti le ¢-frecce con codominio
a e una generica frecciada f: b — aa g: ¢ — a, & data da una ¢-freccia h: b — c tale

chegoh =f.
b U c
N A
a

Dualmente si definisce la categoria € ta. Sia ¢ |a che € Ta prendono il nome di
categorie comma.

6.2 NOZIONI BASE

FRECCE MONICHE Una freccia f: a — b in una categoria ¢ € monica se e solo se
per ogni coppia di frecce g, h: ¢ — a si ha:

fog=foh=g=h
cioe una freccia si dice monica se e cancellabile a sinistra. Una freccia monica si indica

anche con il simbolo f: a — b.
Dualizzando la precedente definizione si ottiene il concetto di freccia epica.

FRECCE EPICHE Una freccia f:a — bin una categoria ¢ e epica se e solo se per
ogni coppia di frecce g, h: b — ¢, si ha:

gof=hof=g=h
cioé una freccia si dice epica se ¢ cancellabile a destra. Una freccia epica si indica con il
simbolo f:a — b.

FRECCE INVERTIBILI  Una freccia f: a — b in una categoria ¢ ¢ iso o invertibile se
e solo se esiste una ¢-freccia g: b — a taleche fog=1, e gof =1, Una freccia
g cosi fatta € unica e quindi pu0 essere chiamata I'inversa di f e la indichiamo con il
simbolo f~!. Inoltre valgono le seguenti proprieta:
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se f &isolo & anche f~1;

se f e g sono iso, lo & anche f o ¢ e la sua inversa e g7l o f~1

una freccia iso € sempre monica;

una freccia iso & sempre epica.

Non é detto pero che una freccia che sia contemporaneamente monica e epica sia
anche iso?.

OGGETTI ISOMORFI Una volta data la definizione di freccia iso si puo dare la
definizione di oggetti isomorfi: due oggetti a2 e b sono isomorfi, e si scrive a = b, se
esiste una freccia f: a — b che sia iso. Si dice inoltre che un oggetto e unico a meno di
isomorfismi se possiede una particolare proprieta e ogni altro oggetto che possiede la
medesima proprieta ¢ a esso isomorfo.

CATEGORIE SKELETAL Una categoria si dice skeletal se vale la seguente proprieta:
a=b=-a=0>. Un poset & un esempio di categoria skeletal pre-ordinata.

OGGETTI INIZIALI  Un oggetto 0 ¢ iniziale in una categoria ¢ se per ogni ¢-oggetto
a esiste una sola freccia da 0 ad a. Tale freccia si indica con il simbolo !: 0 — a oppure
0s: 0 — a. Inoltre tutti gli oggetti iniziali di una categoria sono isomorfi tra di loro e
quindi possiamo dire che 'oggetto iniziale, se esiste, € unico a meno di isomorfismi.

OGGETTI TERMINALI  Un oggetto 1 si dice terminale in una categoria ¢ se per ogni
¢-oggetto a esiste una ed una sola freccia da a ad 1. Per indicare la freccia unica
possiamo usare il simbolo !: 2 — 1 oppure 1,: a — 1. Anche in questo caso, se esiste,
I'oggetto terminale & unico a meno di isomorfismi.

DUALITA Data una categoria ¢ possiamo sempre costruire la sua duale che indichia-
mo ¢°F. Tale categoria ha come oggetti gli stessi di ¢’ ma le frecce sono le duali, cioe se
f:a — beéuna ¢-freccia, allora f°?: b — a & una freccia di ¢°7 e queste sono tutte e
sole le frecce di €°7. La freccia f°7 o g°7 si puo definire quando e definita go f e si ha
forogh = (g0 f)"

Sia ¥ un’affermazione espressa nel linguaggio delle categorie. Se X & vera in ¢
allora X°7 sara vera in 4°F. Ma allora se X & un teorema che vale in tutte le categorie, 2.°7
vale in ogni categoria della forma ¢°F e quindi in tutte perché una qualsiasi categoria
si puo vedere sempre come la duale della sua duale. Da qui il principio di dualita: se
una proposizione e vera in tutte le categorie lo sara anche la sua duale.

Notare che i concetti di monicita e iniettivita oppure di epicita e suriettivita non sono equivalenti, infatti
valgono le implicazioni: iniettiva=-monica, suriettiva = epica, ma non & detto che valgano le implicazioni
contrarie.
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PRODOTTO Un prodotto di due oggetti a e b in una categoria 4 & un oggetto a x b
con due frecce (pry: a xb — a, pry: a x b — b) tale che per ogni coppia di frecce
della forma (f: ¢ — a, g: ¢ — b) esiste una sola freccia (f, g) : ¢ — a x b per la quale
prao(f,g) = fepryo(f,g) =g, cioe tale che il diagramma seguente & commutativo.

c

(f,8)
7 v 7
a<p—aaxbL}b

Abbiamo detto “un” prodotto perché questo ¢ definito a meno di isomorfismi. (f, g)
viene detta la freccia prodotto di f e g rispetto alle proiezioni pr, e pry.

co-PRODOTTO  Un co-prodotto di due ¢-oggetti a e b & un oggetto a + b insieme
con due frecce (i;:a — a+b,i,: b — a+b) tale che per ogni coppia di frecce della
forma (f:a — ¢, g: b — c) esiste esattamente una freccia [f, g| : a+b — c per la quale
[f,gloi, = fe[f g oi, =g Tale proprieta si puod esprimere anche dicendo che il
diagramma seguente & commutativo.

a

a+b
g

Anche in questo caso il co-prodotto esiste a meno di isomorfismi e [f, g] prende il nome
di freccia co-prodotto di f e g rispetto alle iniezioni i, e i.

EQUALIZZATORI Una freccia i: e — a € un’equalizzatore di una coppia di frecce
f,g:a—bse:

1. foi=goi;

2. per ogni freccia h: ¢ — a tale che f oh = goh, esiste una ed una sola freccia
k:c— etalecheiok = h.
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Teorema 6.5

Ogni equalizzatore é monico.

L’inverso del teorema non vale in tutte le categorie.

Teorema 6.6

In ogni categoria, un equalizzatore epico € iso.

CO-EQUALIZZATORE Una freccia q: b — e € un co-equalizzatore di una coppia di
frecce f,g:a — b se:

L gof=gqog;

2. per ogni freccia h: b — c tale che ho f = ho g, esiste una ed una sola freccia
k:e — ctalechekog=h.

f
a_—_—=}) 9 > €
8
) 'k
¢

Dualizzando i risultati precedenti otteniamo subito che

Teorema 6.7

Ogni co-equalizzatore é epico.

Teorema 6.8

In ogni categoria, un co-equalizzatore monico e iso.
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LIMITI E CO-LIMITI  Per dare questo concetto dobbiamo fornire delle definizioni
preliminari.

Un diagramma D in una categoria ¢ ¢ una collezione di oggetti d;,..., d;, insieme
con frecce del tipo g: d; — d;.

Un cono per un diagramma D & un oggetto c insieme con una freccia f;: c — d; per
ogni oggetto d; in D, tale che il diagramma seguente commuti.

~ A
c

Indichiamo un D-cono con il simbolo {f;: ¢ — d;}.
Un limite per un diagramma D & un D-cono {f;: ¢ — d;} tale che per ogni altro
D-cono {f;: ¢’ — d;} esiste una ed una sola freccia f: ¢’ — c: fo f; = f;.

Quando esiste questo cono limite si dice che gode della proprieta universale rispetto
ai D-coni.

Dualmente possiamo definire un co-cono {f;: d; — ¢} per un diagramma D. Un
co-limite per D & allora un co-cono {f;: d; — c} col la proprieta co-universale: per ogni
altro co-cono {f/: d; — '}, esiste esattamente una freccia f: ¢ — ¢’ tale che il seguente
diagramma commuta per ogni d; in D.

Molti dei concetti gia introdotti e di quelli successivi si possono presentare in
termini di limiti e colimiti.

PULLBACK Il pullback di una coppia di frecce a Ly ¢ & b e un limite del diagramma
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(ol

f

a————C

g

Un cono per questo diagramma e costituito da tre frecce ma una resta completamen-
te determinata per la proprieta di commutativita. Quindi possiamo dare la definizione
di pullpack in maniera piu esplicita.

Un pullback di una coppia a Le & beuna coppia a Ealiwp per la quale
fog = gof eperognicoppiaa & e L b tale che foh = goj esiste esattamente
una freccia k: e — d tale che h = ¢’ ok e j = f’ ok. 1l tutto & descritto dal diagramma
seguente che per la proprieta del pullback € commutativo.

Il quadrato (f,g, f', §') e detto quadrato pullback oppure quadrato Cartesiano e f' si
chiama pullback di f attraverso g e si indica con il simbolo ¢g*(f). Un’analoga definizione
si ha per ¢’

Dualmente di ottiene il concetto di pushout.

Un importante risultato e il seguente.

Teorema 6.9

(Pullback lemma) Se un diagramma della forma

commuta, allora:
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1. se i due quadrati interni sono pullback, allora lo e il rettangolo esterno;

2. se il rettangolo esterno e il quadrato sulla destra sono pullback, allora lo é anche il
quadrato sulla sinistra.

COMPLETEZZA Una categoria ¢ si dice completa (co-completa) se ogni diagramma
in ¢ ha limite (co-limite) in %

Una categoria si dice bi-completa se € contemporaneamente completa e co-completa.

Una categoria si dice finitamente completa se ogni diagramma finito, ossia ogni
diagramma con un numero finito di oggetti e frecce tra questi, ammette limite.

Analogamente sono date le definizioni di categoria finitamente co-completa e
finitamente bi-completa.

Teorema 6.10

Se la categoria € ha un oggetto terminale e un pullback per ogni coppia di frecce con
codominio in comune, allora € ¢ finitamente completa.

ESPONENZIALE Una categoria ha esponenziale se, per ogni coppia di oggettia e b
esiste sempre il prodotto ed esiste un oggetto b” e una freccia ev: b* x a — b, chiamata
freccia valutazione tale che per ogni oggetto c e per ogni freccia g: ¢ x a — b esiste
una ed una sola freccia §: ¢ —» V0" : evo (¢ x1,) = g.

b* x a

IS K
b

e

La corrispondenza g-¢ stabiliscono una biezione Hom (¢ X a,b) = Hom/(c,b%) e
tali frecce vengono dette aggiunti esponenziali 1'una dell’altra.

Una categoria che sia finitamente completa e che abbia esponenziale per ogni coppia
di oggetti si dice Cartesiana chiusa.

gx1,

I

I

I

I

I

I

I

I

I

1
cXa

SOTTOGGETTI  Un sottoggetto di un oggetto d € una freccia monica f: a — d.
Dati due sottoggetti di d, ossia due frecce f: a — de g: b — d, poniamo f C gsee
solo se esiste una freccia h: a — b tale che f = goh.
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a
\
h d
/
b

La relazione C é riflessiva e transitiva. Consideriamo adesso il caso in cui f C g
e ¢ C f, si puod vedere allora che le due frecce hanno i domini isomorfi e quindi
diciamo che sono sottoggetti isomorfi e li indichiamo con il simbolo f ~ g. Si pud
verificare che ~ & una relazione d’equivalenza e indichiamo con Sub(d) = {[f] |
fmonicaconcodf = d} la collezioni delle sue classi d’equivalenza. Identificando le classi
con uno dei rappresentanti otteniamo che la relazione C & anche antisimmetrica e

quindi (Sub(d),C) & un poset.

FATTORIZZAZIONE DELLE FRECCE Sia ¢ una categoria con equalizzatore e pushout
esia f: a — b una sua freccia. Costruiamo il pushout di f con f e otteniamo le frecce
p:b — regq:b— r. Indichiamo con imf: f(a) — b l'equalizzatore di p e g, che &
monico perché ogni equalizzatore lo e. Siccome go f = p o f, allora esiste un unica
freccia f*:a — f(a) tale che f = imf o f*. La freccia imf viene chiamata freccia
immagine e f* freccia ricoprimento.

SOTTOQUOZIENTE Sia % una categoria e siano a e b due suoi oggetti. Si dice che a &
un sottoquoziente di b se e solo se esiste un diagramma della forma

c
b
CLASSIFICATORE DI SOTTOGETTI Se % € una categoria con oggetto terminale 1,
allora un classificatore di sottoggetti per 4 & un oggetto () insieme con una freccia
true: 1 — Q) che soddisfa il seguente assioma:

()-AXIOM. Per ogni freccia monica f: a ~— d esiste una ed una sola freccia
Xf: d — Q tale che (true, Xfo o ) & un quadrato pullback.

B |
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a
!‘ Xf
1

_—
true

La freccia x s e detta freccia caratteristica o carattere di f. La freccia true viene spesso
indicata con il simbolo T.

Un sottoggetto di () prende il nome di valore di verita.

Un classificatore di sottoggetti, quando esiste, € unico a meno di isomorfismi. Inoltre
e possibile costruire un isomorfismo Sub(d)= Homg (d, Q)).

OGGETTO POTENZA Sia % una categoria e a un suo oggetto. Indichiamo con % (a)
I'oggetto potenza di a insieme con il sottoggetto €,— Z(a) x a se godono della
seguente proprieta universale:

dato un oggetto b e un sottoggetto r — b x a esiste un’unica freccia f: b — Z(a)
tale che il seguente diagramma ¢ un pullback. Se tale oggetto esiste, & unico a meno di
isomorfismi.

r— &y

bxa&m@(a)

L'oggetto r puo essere interpretato come una relazione e la freccia f viene chiamata
il nome della relazione r.

6.3 FUNTORI

Le categorie sono il nostro oggetto di studio ma, come spesso accade in matematica, una
volta introdotta una struttura si definiscono le mappe che la conservano. Le categorie
sono il dato costituito da una classe di oggetti e una classe di frecce quindi una mappa
tra categorie deve agire su entrambe le classi in modo opportuno, preservando le
“operazioni” e 1’elemento neutro. Dopo queste osservazioni, nasce in maniera molto
naturale la definizione di funtore.
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Definizione 6.11

Un funtore F: ¥ — Z e una funzione che assegna a ogni = ¢-oggetto a, un
P-oggetto F(a); ad ogni ¢-freccia f: a — b, una P-freccia F(f): F(a) — F(b)
tale che F(1,) = 1p(,) e F(go f) = F(g) o F(f) ogni volta che g o f & definito.

Esempio 6.12.

1 Un primo esempio banale, ma allo stesso tempo molto importante, & quello di
funtore identita 14 : ¥ — % cosi definito: 14(a) = ae 14 (f) = f. La stessa regola
permette di definire un funtore inclusione ¢ — % se ¢ ¢ una sottocategoria di
2.

2 Sia ¢ una categoria i cui oggetti sono insiemi con particolari strutture (ad esempio
gruppi, anelli, spazi topologici, ecc.) e le cui frecce sono i morfismi che le
conservano. In questi casi possiamo definire il funtore dimenticante U: ¢ — Set
“dimentica” la struttura degli oggetti di ¢ e li trasforma in semplici insiemi cosi
come le frecce che vengono interpretate come funzioni insiemistiche.

3 Il funtore potenza &7: Set — Set porta ogni insieme A nel suo insieme potenza
Z(A) e ogni funzione f: A — B nella funzione Z(f) : #(A) — Z(B) che
assegna ad ogni insieme X C A la sua immagine f(X) C B.

4 Consideriamo una categoria 4 e un ¢-oggetto a, possiamo definire il funtore
Hom(a, —): ¢ — Set che manda ogni oggetto b nell’insieme Hom (a,b) e associa
ad ogni freccia f: b — c la funzione Hom(a, f): Hom¢(a,b) — Hom/(a,c) cosi
definita: se l'input & g, 'output sara f o g. Il funtore Hom(a, —) & chiamato
funtore Hom perché in alcuni contesti viene usata la parola omomorfisfmo (in
inglese homomorphism) invece di freccia e Homg (a, b) € conosciuto col nome di
hom-set . Naturalmente gli hom-set devono essere tutti piccoli, cioe insiemi, cosa
non sempre vera (in generale sono delle classi).

Un funtore, per come 'abbiamo definito, pitt propriamente si chiama funtore
covariante perché conserva la direzione delle frecce. Dualmente possiamo dare la
definizione di funtore controvariante.

Definizione 6.13

Un funtore controvariante f: ¢ — % e una funzione che assegna a ogni
¢-oggetto a, un Z-oggetto F(a); ad ogni ¥-freccia f: a — b, una Z-freccia
F(f): F(b) — F(a) tale che F(1,) = 1p(,) e F(go f) = F(g) o F(f) ogni volta che
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‘ g o f e definito. Si dice che un funtore controvariante inverte le frecce. '

Del funtore potenza e del funtore Hom se ne puo dare la versione duale e quin-
di otteniamo due funtori controvarianti che indichiamo rispettivamente con & e
Hom(—,a).

Dati due funtori F: ¢ — Z e G: Z — %, se ne puo definire la composizione in
maniera naturale e tale operazione risulta essere associativa.

Possiamo allora considerare la categoria di tutte le categorie, Cat, i cui oggetti
sono appunto le categorie e le frecce sono i funtori. Questa categoria porta ad alcuni
problemi fondazionali: Set non puo essere un oggetto di Cat perché, come collezione
di oggetti, € una classe propria e non puo essere un elemento di un’altra collezione;
inoltre Cat, essendo una categoria, dovrebbe essere un oggetto di Cat stesso ma questo
ci porterebbe vicino al paradosso di Russel. Per evitare questi problemi consideriamo
Cat come la categoria delle categorie piccole, cioe di quelle categorie per le quali la
propria classe di frecce & un insieme.

Un funtore F: € — 2 lavora su due categorie e manda oggetti e frecce dell’'una in
oggetti e frecce dell’altra. In ogni categoria pero ci sono anche costruzioni particolari e
ci chiediamo quando i funtori sono buoni, nel senso che rispettano le strutture sulle
quali lavorano. A tale scopo diamo un po’ di definizioni.

Definizione 6.14

Si dice che F preserva le frecce moniche se, per ogni f ¢-freccia monica, F(f) &
una Z-freccia monica.

Si dice che F riflette le frecce moniche se vale I'implicazioni inversa, cioe: per
ogni f €-freccia, F(f) monica = f monica.

Analoghe definizioni valgono per frecce epiche e iso.

Sia D un diagramma in ¢. F(D) sara allora un diagramma in & e si dice che
F preserva i D-limiti se, per ogni {fi: ¢ — d;} limite di D allora {F(f;): F(c) —

F(d;)} & un limite di F(D).

F riflette i D-limiti se {F(f;): F(c) — F(d;)} € un F(D)-limite allora {f;: ¢ —
d;} & un D-limite.

In generale se P & una proprieta categoriale, si dice che F preserva tale proprieta
se vale l'implicazione: P(x) = P(F(x)), dove x pud essere sia un oggetto che
una freccia. Dualmente si dice che F riflette la proprieta P se vale I'implicazioni
contraria.

F & fedele se, per ogni coppia di frecce f,g: a — b in ¢ con lo stesso dominio
e codominio, vale I'implicazione: F(f) = F(g) = f =g.

Proposizione 6.15. F: & — 2 con & categoria Cartesiana chiusa con classificatore di
sottoggetti. F e fedele < F riflette le frecce iso.
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Se f e g sono sottoggetti di d, allora, se F preserva le frecce moniche, F(f) e F(g)
saranno sottoggetti di F(d). F si dice conservativo se F(f) C F(g) = f C g.

Proposizione 6.16. Sia F: & — 2 un funtore con & topos. Se F preserva gli equalizzatori e
pullback allora sono equivalenti:

1. fedeltd;
2. conservativitd;

3. preservazione iso.

Definizione 6.17

Se F e un funtore che preserva tutti i limiti finiti, allora si dice esatto a sinistra. Se
F preserva tutti i colimiti finiti si dice esatto a destra. Se F preserva sia i colimiti
che i limiti finiti si dice esatto.

Proposizione 6.18. Sia € una categoria finitamente completa, allora condizione necessaria e
sufficiente per I'esattezza a sinistra di F e:

 F preserva oggetti terminali e pullback;
oppure

» F preserva oggetti terminali, equalizzatori e prodotti di coppie di €-oggetti.

64 TRASFORMAZIONI NATURALI

Nello studio di una teoria, una volta introdotti i morfismi, & importante dare la defini-
zioni di isomorfismo o equivalenza tra gli oggetti della teoria in esame e abbiamo gia
sottolineato l'importanza che riveste 1’equivalenza di topos per la loro interpretazioni
come ponti tra le teorie. L'esperienza ci porta a considerare equivalenti due oggetti che
sono legati da un morfismo biettivo, nel nostro caso, pero, questa richiesta e troppo
forte e allora si introduce il concetto di trasformazione naturale tra due funtori per
darne una versione pitt debole.

Una trasformazione naturale ¢ una mappa tra due funtori F: ¢ — 2 e G: ¢ — 2,
ognuno di questi da una diversa immagine di ¢ su Z e la trasformazione naturale
porta 'immagine del primo sull'immagine del secondo.

Definizione 6.19

Una trasformazione naturale dal funtore F: € — 2 al funtore G: ¥ — 2 & una
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mappa T: F — G che assegna, per ogni ¢-oggetto a, una Z-freccia 7,: F(a) —
G(a) tale che per ogni ¢-freccia f: a — b si ha che 1,0 F(f) = G(f) o 1,. Le
frecce 1, sono dette componenti della trasformazione 7.

Ta

F(a)

G(a)

Se tutte le componenti 7, sono frecce iso in Z, allora per ognuna possiamo considera-
re 'inversa 7, ! e queste saranno le componenti della trasformazione inversa t1: G —
F. In questo caso T viene detto isomorfismo naturale e lo indichiamo con il simbolo
T: F=G.

Un facile esempio di trasformazione naturale, che ¢ anche un isomorfismo naturale,
¢ 1p: F — F che assegna ad ogni oggetto a la freccia identita 1z, : F(a) — F(a).

Definizione 6.20

Un funtore F: ¥ — & si dice un’equivalenza di categorie se esiste un funtore

G: 9 —>%talechet: 14y 2 GoFeo:19 = FoG,con T e ¢ isomorfismi naturali.
Due categorie ¢ e 2 sono equivalenti, ¢ ~ Z, se e solo se esiste un funtore
F: € — 2 che sia un equivalenza di categorie.

Con l'introduzione delle trasformazioni naturali possiamo definire la categoria 2%
di tutti i funtori da ¢ in 2 detta anche categoria funtoriale. Gli oggetti di questo
questa categoria sono appunto i funtori mentre le frecce sono le trasformazioni naturali.
Affinché questa sia una categoria dobbiamo definire un’operazione di composizione
tra trasformazioni naturali in modo che la funzione composta sia ancora una trasforma-
zione naturale. A questo scopo consideriamo F, G e H funtoriet: F =+ G,0: G -+ H
trasformazioni naturali e poniamo (¢ o 7), = 0, © T,. Inoltre per ogni funtore F resta
naturalmente associato la trasformazione identita 1y che sara la freccia identita di F vi-
sta come 2% -oggetto. E’ di facile verifica che gli isomorfismi naturali sono esattamente
le frecce iso in 2. Continueremo a parlare di questa categoria nel capitolo successivo.

6.5 AGGIUNZIONI

Consideriamo due funtori F: € — Z e G: 9 — ¢ e supponiamo che ad ogni Z-freccia
f: F(a) — b sia abbinata un’unica ¢-freccia g: a — G(b), con a ¢-oggetto e b Z-
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oggetto, nel senso che, per ogni coppia (4, b), abbiamo una biezione 6,,: Z(F(a),b) —
% (a,G(D)) e possiamo costruire due funtori:

* H: %" x 2 — Set, che ad ogni coppia (a,b) associa l'insieme Z(F(a),b);

e K: €7 x 9 — Set, che ad ogni coppia (a,b) associa l'insieme € (a, G(b)).

Le biezioni 6,, saranno allora le componenti di una trasformazione naturale 6: H — K.

Definizione 6.21

Se, dati due funtori F: ¢ — Z e G: 2 — ¢, € possibile costruire 1'isomorfismo

6, allora (F, G, ) si dice un aggiunzione da ¥ a 2. F ¢ aggiunto a sinistra a G,
F 4 G, e G e aggiunto a destra a F, G - F. Tutto viene indicato con il simbolo
a—G(b)

F(a)—b"

Sia allora (F, G, ) un’aggiunzione e a un ¢-oggetto. Poniamo b = F(a) e definiamo
1a = 0(1p(;))- Notiamo che data una freccia g: a — G(b), per 'aggiunzione esiste una
sola freccia f: F(a) — b tale che il diagramma commuta:

Na

a

(1)
La trasformazione 17, viene chiamata unitd di a. Possiamo allora definire la
trasformazione naturale #: 14 — G o F detta unita dell’aggiunzione.
Analogamente se b & un Z-oggetto e poniamo a = G(b) allora possiamo definire
ey = 071 (1)), detta co-unita di b, e e: Fo G — 1y, co-unita dell’aggiunzione.
€p

F(G(b)) b G(b)
F(g) f ig
F(a) 21

(2)
Notiamo che 6,(f) = G(f) o1, e 0,,'(g) = €, 0 F(g). In effetti le precedenti
proprieta caratterizzano un’aggiunzione, in altre parole sono equivalenti:

1. F ¢ aggiunto a sinistra a G;
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2. G é aggiunto a destra a F;
3. (F,G,0) & un aggiunzione da ¢ a Z;

4. esistono trasformazioni naturali #: 14 —+ GoF e €: FoG — 14 che hanno
rispettivamente la proprieta (1) e (2).

Esempio 6.22. Sia ¢ una categoria con pullback e sia f: 2 — b una freccia. Da questa
freccia possiamo costruire due funtori.

I funtore pullback: f*: ¢ | b — € | a la cui definizione si rappresenta bene con
un diagramma.

a b

Il funtore composto con f: X¢: ¢ | a—C | b
Quest'ultimo & cosi definito: ad ogni oggetto g: ¢ — a associa fog:c — bead

ogni freccia
c k d
>\ /
a

k
c

d
fog /Oh
b

associa la freccia
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Presa una freccia k: X¢(g) — tin ¥ | b, ad essa corrisponde un’unica freccia
k': g — f*(t) in € la e quindi s & aggiunto a sinistra a f*.

k
c

fog /O
b

d
h

Teorema 6.23

Se (F, G, 0) e un’aggiunzione, allora I'aggiunto a sinistra F preserva tutti i colimiti di €
e 'aggiunto a destra preserva tutti i limiti.

Quindi tutti i funtori F esatti a sinistra che hanno un aggiunto a destra, preservano
tutti i limiti e tutti i colimiti e quindi sono esatti.
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TEORIE DI LAWVERE

7.1 APPROCCIO CATEGORIALE ALL'ALGEBRA UNIVERSALE
Si introducono, in questa sezione, le nozioni necessarie per caratterizzare le varieta in

termini del tutto categoriali. Si definiscono le presentazioni di varieta e le teorie di
Lawvere con le rispettive categorie dei modelli.

Definizione 7.1

Una presentazione di varieta (&, X, T) e costituita da un insieme di simboli di
operazione ¢, da un insieme di variabili X e da un insieme di assiomi T = {t; ~
si | i € I} dove i termini ¢; ed s; sono nelle variabili di X.

Data una presentazione di varieta V = (0,X,7T), possiamo considerare la varieta
Mod(T), che indicheremo di seguito con Mod V.

Mod V puo essere dotata della struttura di categoria considerando come oggetti le
algebre della varieta e come frecce gli omomorfismi tra le algebre di Mod V.

Osserviamo che, data una presentazione di varieta V, in Mod V ci sono, in parti-
colare, le algebre libere introdotte nel capitolo 5. Di seguito considereremo spesso le
algebre libere F, generate da un insieme di n generatori, con n € IN.

Lemma 7.2. Sia V una presentazione di una varieta algebrica. Nella categoria dei modelli
Mod 'V, per ogni n € N, F, e I'n-esima co-potenza di F;.

Dimostrazione. Fissiamo n € IN. Per ognii € {1...,n}, sia Fl(i) il sottoinsieme di F,

costituito dai termini che coinvolgono solo la variabile x;. Allora Fl(i) € un V-modello
isomorfo a F; tramite I'isomorfismo h; che estende 1’applicazione che mappa [x1] —

[x;] € Pl(i). Consideriamo, per ogni i < n, la mappa di inclusione 4;: Pl(i) — F, (che e

un V-omomorfismo) e mostriamo che (F,, 1, ...,1,) € il co-prodotto di Fl(l), e, Fl(n).
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K- R Sia (M, {fi: Pl(i) — M} ) un co-cono. Consideriamo
4 4 'applicazione che mappa [x;] — fi[x;] (che & ben definita
Fl(l) e Fl(") perché M e un V-modello); questa si estende univocamente
‘x /1 a un V-omomorfismo f: F, — M. Allora, per costruzione, si
ha fo = fi per ogni 1 < i < n. Inoltre I'applicazione f ¢

Fy I I'unica che fa commutare il diagramma in figura perché, se

Allora F, & 1'n-esima co-potenza si Fj.

O

Osserviamo ora che le algebre libere si possono caratterizzare, utilizzando la teoria
delle categorie, come mostrato di seguito.

Definizione 7.3

Fissata una presentazione di una varieta algebrica V, definiamo:

¢ il funtore dimenticante
U: ModV — .¢
M +— U(M)
(f:L—-M)— (Uf: U(L) - U(M))

dove U(M) e I'insieme sottostante al modello M e Uf ¢ il V-omomorfismo
f visto solo come funzione tra insiemi;

¢ il funtore libero

F: ¥ — ModV
I— F
(feI—=])— (Ff: Fi = Fj)

dove F; ¢ il modello libero generato da {x; | i € I} e Ff & I’'omomorfismo
che estende l'applicazione che associa x; — [xf(;].

Lemma 7.4. Sia V una presentazione di varieta. Il funtore libero e I'aggiunto sinistro del
funtore dimenticante.

Dimostrazione. Vogliamo provare che c’e un isomorfismo naturale

a: Homypoqvy (F-, —) = Hom o (—, U(—)).

f ot = fi, deve valere necessariamente che f([x;]) = fi([xi]).
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Per ogni insieme I e per ogni V-modello M, definiamo «ajar: Homygoqv (F1, M) —
Hom o (I, U(M)) nel seguente modo. A ogni V-omomorfismo ¢: F; — U(M) associa-
mo la funzione a(; yp@: [ — M definita da a(; v (i) = ¢([x;]) per ogni i € I. Si noti
che a(; yy) € biettiva, perché ha come inversa la funzione che associa a f: I — M l'unico
V-omomorfismo da F; in M che estende 1’assegnazione [x;| — f(i) per ognii € I.

Controlliamo la naturalita di «. Siano, quindi, M e N due V-modelli, [ e | due
insiemi, ¢: M — N e f: ] — I. Consideriamo ¢ € Homyoq v (F1, M).

% armyp
[Fr, M) ——"—— [, U(M)]
|G e
[F,N] ————— [, U(N))
Upoarpympo f
poypoFf ajN(@oypoFf)

Per provare la naturalita si deve mostrare che ajn(@opoFf) = Upoarmpo f. Sia
quindi j € J. Allora

apN(@o o Ff)(j) = (pop o Ff)([xj]) = (@ o9)([xs()])

mentre

(Ugoarmpo f)(j) = (Ugpoarmp)(f() = Up(p([xs]) = (po¢)([xgp]). O

Definizione 7.5

Una teoria di Lawvere .7 ¢ una categoria costituita da un insieme numerabile di
oggetti {T°, T!,...,T", ...} tali che T" & I'n-esima potenza di T?, per ogni n € IN.
Inoltre un modello di .7 & un funtore G: .7 — . che preserva i prodotti finiti.

Di seguito, data una teoria di Lawvere .7, indicheremo con (7,1 lasua categoria
dei modelli, ovvero la categoria che ha come oggetti i funtori da .7 a . che preservano
i prodotti finiti e come morfismi le trasformazioni naturali tra di essi.

Lemma 7.6. Ogni teoria di Lawvere ha i prodotti finiti.
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7.1 APPROCCIO CATEGORIALE ALL’ALGEBRA UNIVERSALE

Dimostrazione. Consideriamo una teoria di Lawvere .7 con oggetti {To, T1,..., Ty, ... }
e proviamo che questa ha i prodotti finiti.

Siano TX,...,Tk» € F e siano sp := 0, s; := Z;-:l kiperognil <i < men:=sy.

Dato che .7 e una teoria di Lawvere, per ogni 1 <i <m, Tk & la k;-esima potenza di
T!; chiamiamo nlgl), ceey 7rl.(ki) le proiezioni. Analogamente T" e 1'n-esima potenza di
T'; siano 71y, ..., 7T, le proiezioni. Allora, per ogni 1 <i < m, (T", Tls; 441, -+, 7Ts;) € UN
cono sopra k; copie di T, quindi, essendo T* la k;-esima potenza di T!, esiste un unico
morfismo f;: T" — T% tale che 7y, ) = nl.(h) ofiperognih =1,...,k;. Mostriamo
che (T", fi1,..., fm) & il prodotto di Tk, ..., Tkn,

X

oq

7'L'k1

TCsp_1+1

Tk m

/N
- T

T
Tl ..

Th
/Tgl) \Tikl)
Tl ce Tl

Infatti considerato un cono (X, g1,...,9m) sopra Tk, ... Tk, questo induce un
cono (X, {5, ,4n = nl.(h) 0ogi|1<i<m, 1<h<k})sopralen copie di T'. Allora
esiste un’unica applicazione g: X — T" tale 7jo g = I; per ogni 1 < j < n. Quindi
otteniamo che per ogni 1 <i < m e perogni 1l < h < k; vale

1

h k;
ni( : 0fiog =T 1ho8 =I5 j4n = nl(z : °8i
Ma poiché per ogni 1 <i <m, (X,Is,_,+1,...,1s) & un cono sopra k; copie di T?, esiste

un unico morfismo g; tale che [;, 1, = 7ti(h) o gi, quindi deve valere f; o g = g;, da cui
la tesi. O

Corollario 7.7. Sia .7 una teoria di Lawvere e G: 7 — ./ un funtore. Se G preserva le
potenze, allora preserva anche i prodotti finiti, cioe G & un modello.

Dimostrazione. Conservando la stessa notazione del lemma precedente, consideriamo
T", prodotto di Th, ..., Tk Sia M = G(T'), allora G(T*) = Mk per ogni i < m
e G(T") = M". Chiamiamo qfl), . ,ql(ki) le proiezioni di M sulle k; copie di M e
q1,--.,qn le proiezioni di M".
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Per ipotesi vale G(T[Z(h)) = ql(h) perognil <i<m,1<h<k;eG(rm;)=q;perogni
1<j<n

Mostriamo che le proiezioni fi,..., fi di T" su Tk, ..., Tk sono mandate da G
nelle proiezioni di M" su Mk, ..., Mkn che chiameremo pi,--.,pm. Infatti, per ogni
1<i<m,1<h<k;siha

h h h
Goron = Gt 1n) = G(r o fi) = G(n") 0 G(£i) = 4" 0 G(f)
cioe G(f;) = pi. O
7.2 PRESENTAZIONI DI VARIETA E TEORIE DI LAWVERE

Al fine di caratterizzare le varieta utilizzando le teorie di Lawvere, mostriamo che si
possono definire delle corrispondenze ¥ e & che permettono di passare rispettivamen-
te dalle presentazioni di varieta alle teorie di Lawvere e viceversa. Proviamo, inoltre,
che applicando queste corrispondenze a una presentazione di varieta (rispettivamente
a una teoria di Lawvere) la categoria dei modelli della teoria di Lawvere ottenuta
(rispettivamente della presentazione di varieta) e equivalente alla categoria dei modelli
di partenza.

V-2 2(V) 7 2 2(7)

ModV=~[Z(V), | (7,1 Mod 2(T)

7.3 DALLE PRESENTAZIONI DI VARIETA ALLE TEORIE DI LAWVERE

Definizione 7.8

Definiamo un’assegnazione . che associa a ogni presentazione di una varieta
V una teoria di Lawvere .2 (V) := Fy°F, dove con Fy si indica la sottocategoria

piena di Mod V generata dai modelli liberi {F, | n € IN}.

Si noti che Z(V) & una teoria di Lawvere, infatti, per il lemma 7.2 , nella
categoria Fy, F, e I'n-esima co-potenza di F;. Dunque, in Fy°?, F, & I'n-esima
potenza di Fy, cioé Fy°F & una teoria di Lawvere.

Proposizione 7.9. Sia V una presentazione di varieta. Allora

ModV ~ [Z(V), S|1.
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Dimostrazione. Ricordiamo che . (V) = Fy°P. Denotiamo, inoltre, con [Fy, .| la
categoria dei funtori controvarianti da Fy in . che mandano co-prodotti finiti in
prodotti finiti. La tesi & equivalente a provare che

ModV =~ [Fy, |
Per provare I'equivalenza di categorie, definiamo il funtore
H: ModV — [Fy, 1
come segue. Se M € ModV, allora G := HM: Fy — .¥ & definito come segue:
G(F,) = M"

ese f: F, = F,, allora Gf: M" — M" e il morfismo che agisce come spiegato di
seguito. Detti ty, ..., t, i termini m-ari tali che f([x;]) = [t;] per ogni 1 <i < n e presi
ai, ..., 4, € M,

Gflay,...,am) = (tW(ay, ..., am),..., M (a1, ..., an)) € M".

G cosi definito & banalmente un funtore, infatti

Gidg,(a1,...,an) = (x{VI(al,...,an),...,xﬁ/f(al,...,an)) = (a1,...,ay) = idpmn

inoltre, se ¢: F, — F, con g([x;]) =tiper1 <i<mne f: F, — F. con f([x;]) = s; per
1<i<m,presiay,...,ar € M, siha

G(fog)(ay,...,ar) = (t[s1, .-, sm)™(ar, ..., a1), ..., tuls1, .., sm]M(as, ..., a5)) =

= (tM(sM(ay,...,a),...,s0ay, ..., 4), ..., 0 (sM(ay, ..., ap),...,sM(ay,...,a1))) =
= Gg(sM(ay,...,ax),...,sM(ay,...,a1)) =

= GgoGf(ay,..., a).

Notiamo anche che G manda i co-prodotti finiti in prodotti finiti. Per il corollario 7.7
basta controllare che G mandi le co-potenze in potenze. Fissiamo n € N, G(F,) = M"
per definizione di G. Inoltre, dette 11, .. ., 1, le co-proiezioni, si ha i([x;]) = [x;] per ogni
i <n, quindi

Gi(ay, ..., ay) =a; = mi(ay, ..., a,)

dove 7; & l'i-esima proiezione di M" su M. Quindi G € [Fy, ~|{].

Vediamo ora come agisce H sui morfismi. Siano L, M € ModV e f: L —+ M un V-
omomorfismo di modelli. Vogliamo definire la trasformazione naturale Hf: HL = HM.
Chiamiamo « := Hf, dobbiamo definire una famiglia di morfismi {«a,: HL(F,) —
HM(E,) | n € N}, cioe

{ay: L" - M" | n € N}.

8o



7.3 DALLE PRESENTAZIONI DI VARIETA ALLE TEORIE DI LAWVERE

Presily,...,l, € L, poniamo a,(ly,...,1,) = (f(l),..., f(I,)) e proviamo che « & una
trasformazione naturale. Consideriamo quindi n,m € N e g: F, — F;, chiamiamo
inoltre g([x;]) =t; perogni 1 <i < n.

(), e (e D)) — (F(EE (L, D)), e, (5 (L, o D))
Il

) fTm)), - 0 (F (), - f ()

Xn
L M
HL(g) C HM(g)
L M

(I, ..., lm) (f(l), ..., f(lm))

Per la naturalita & necessario provare che

FUE(y, L) = YF (L), ., f(lw)) Yi=1,...,n

ma questo € vero perché f & un V-omomorfismo. Notiamo che banalmente H (id; ) = id
echeseg: L = M, f: M — N, allora H(f og) = Hf o Hg, ovvero H & un funtore.

Per provare 1’equivalenza tra Mod V e [Fy,.”]};, mostriamo che il funtore H &
pieno, fedele ed essenzialmente suriettivo.

ESSENZIALMENTE SURIETTIVO Sia G € [Fy,.”]};. Consideriamo il V-modello M :=
G(F;) con la seguente interpretazione dei termini. Se t & un termine n-ario,
questo induce una funzione t: F; — F, che mappa [x1] — [t|, da cui si ottiene
un morfismo G(f): G(F,) — G(F,), dove G(F;) = M e G(F,) = G(F)" = M"
perché G mappa i co-prodotti in prodotti. Allora, se ay,...,a, € M, poniamo
tM(ay,...,a,) = G(t). Sinoti che in M valgono gli assiomi della presentazione di

varieta V, perché se t ~ s allora [t] = [s], quindi tM = sM.

Proviamo che HM = G. Per ogni n € IN, HM(F,) = M" = G(F,), mentre se
f: Fy — Fy con f([xj]) = [ti], presiay, ..., am € M, siha
HM(f)(ay,...,an) = (tM(ay, ..., an),..., 24y, ..., an)) =
= (Gh(ar,...,am),...,Gty(ay, ..., ay)) =
=Gf(ar,...,am).

Quindi, in particolare, HM = G.

PIENO Siano L,M € ModV e a: HL = HM. Vogliamo dimostrare che esiste un
V-omomorfismo ¢: L — M tale che Hp = «a.
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Fissato n € IN, notiamo che, detta (;: F; — F, l'i-esima co-proiezione, dalla
naturalita di « segue che, presily,..., [, € L,

a0 HL(1;) (I, ..., 1y) = HL(1;) o ay(Iy, ..., 1) <
<~ ocl(li) = 7'[1'(0611(11, .. .,ln))

dove 71; & l'i-esima proiezione di M" su M per 1 <i < n. Quindi
(“1(11), N ,an(ln)) = “n(ll, e ,ln).

Prendiamo ora ¢ = a1: M — L. ¢ € un V-omomorfismo, infatti, presa un’o-
perazione n-aria f, questa induce una f: F; — F,. Allora per la naturalita di

n:
i, L) wr(fFE(l, ..., L))
fM(an(lll[...,ln))
L - M
HL(F) C HM(f)
L - M
(o)1) n(lh, . 1y)

w (fE(, .. L) = M an(l, ..., L) = M), .. «(l))

ovvero &1 € un Y-omomorfismo.

Inoltre Hay: HL = HM & una famiglia {Hocgn): L" - M" | n € N} dove
Hel" (I, ... 1) = (a1 (L), ..., 01 (L)) = au(ly, ..., 1)

quindi Hay = a.

FEDELE Siano L,M € ModV e f,g: L —+ M, supponiamo Hf = Hg e proviamo che
f=g SeHf ={Hf,: L" = M" |n € N} e Hg = {Hg: L" - M" | n € N}
abbiamo che, perognil € L,

f() = HAW) = Hg: (1) = g(1)
dacui f =g

In conclusione abbiamo ottenuto che Mod V =~ [Fy, .]};. O
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7.4 DALLE TEORIE DI LAWVERE ALLE PRESENTAZIONI DI VARIETA

Definizione 7.10

Definiamo un’assegnazione & che associa a ogni teoria di Lawvere una presenta-
zione di varieta:

P T — P(T)

dove Z(7) ¢ definita come segue.
Detti {T" | n € N} gli oggetti di .7, per ogni n € N consideriamo come
simboli di operazione n-aria in #(.7) i morfismi da T" in T?, in modo che le

proiezioni ngn), ceey nsln) di T" in T* corrispondano alle operazioni di proiezione

. n n . N . . .
n-aria pg ). p,(1 ) nella varieta. In particolare, per n = 1, consideriamo come

proiezione di T* su T' I'identita id .
Quindi per ogni n € IN, detto &), I'insieme dei simboli di operazione n-aria di
Z(7), poniamo
O, = Hom4(T", T")
p?:ﬂi") Vi<i<n
il = idp.

Inoltre per ogni n,m € N e perogni g € O, e f1,..., fu € Oy, poniamo come
assioma della varieta

glfi, - ful mgof

dove f e I'unico morfismo che fa commutare il seguente diagramma:

T
y
fi ™ fu
o/ |\
Tl . g Tl

Tl

Osservazione 7.11. Con questa definizione, per ogni algebra A € Mod #(.7), l'insieme
delle operazioni fondamentali di A € un clone. Infatti contiene le proiezioni ed e chiuso
per composizione generalizzata. In altre parole, abbiamo costruito la presentazione di
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varieta (.7 ) prendendo un simbolo di operazione per ogni possibile termine.

Proposizione 7.12. Sia .7 una teoria di Lawvere. Allora
Mod #(7) ~ |7, <.

Dimostrazione. Sia V := 2 (.7) e siano {T" | n € IN} gli oggetti di .7.
Proviamo che
ModV ~ [7, .

Definiamo il funtore H: ModV — [7,.%]r1. Per ogni modello M € ModV, sia
G := HM definito da:

G: I —
T" +— M"
f:T"—=T"+— Gf: M" - M"

dove, se mq,...,m, € M,
Gf(my,...,my) = (1™ o FYM(my, ..., my), ..., (70" 0 FYM(my, ..., my)).

Si noti G preserva le potenze, infatti G(T") = M" e
G = (7 o m"M = (idps o 7™M = (p")M

allora per il corollario 7.7 G preserva i prodotti finiti, quindi G € [, |11

Vediamo come agisce H sui morfismi. Siano L,M € ModV e f: L — M un
omomorfismo di modelli. Definiamo Hf: HL = HM, cioe la famiglia {HF,: L" —
M" | n € N} ponendo

Hfu(l, - 1) = (f(h),- -, f (1))

per ogni I,...,l, € L. Per verificare che Hf & naturale si consideri n,m € N e
g: T" — T™, alloraperognil <i<mneperognily,..., I, €L,

(T o ML), ..., flla)) = F(™ 0 )l ... 1))

in quanto f & un omomorfismo. Quindi il seguente diagramma commuta, ovvero Hf e
una trasformazione naturale.
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(llz---/ln) (f(ll)/--'/f<ln))

Hf,
L M"
HL(g) C HM(g)
L o M™
(@M F (1) ver f (1)) oo (T )M (1) ver f (1))
l

Si noti inoltre che, banalmente H(id,) = id e, se g: L — M e f: M — N, allora
H(fog) = Hf o Hg, cioé H & un funtore.

Per provare che Mod V =~ [.7, . |11, mostriamo ora che H & essenzialmente surietti-
vo, pieno e fedele.

ESSENZIALMENTE SURIETTIVO Sia G € [7,.]1;. Consideriamo M := G(T"'), quindi
dato che G preserva i prodotti finiti, M" = G(T')" = G(T"). M pud essere dotato
della struttura di V-modello interpretando un termine n-ario ¢ (quindi il simbolo
di funzione corrispondente t: T" — T') in tM := Gt: M" — M. In questo modo
M soddisfa gli assiomi di V, infatti se g € 0, e f1,..., fu € Oy, allora, detto

f: T™ — T" I'unico morfismo tale che f; = nf”) o f per ogni 1 <i < n, si ottiene

g[fl,...,fn]M(al,...,am):gM(flM(al,...,am),...,f,ﬁw(m,...,am)):
:gM(Gfl(al,...,am),...,an(al,...,am)):
= gM(G(m" o f)(ar, .., am), ..., G ,S">of><a1,..., w) =
= MG o Gf)(ar,...,am), ..., (GAL 0 Gf) (@, ... am)) =
= gM ("M (M (an, .. ,am>>,...,<n£ M(FM(a,. . an))) =
=gM(M(ay, ..., am)) =

= (go HHM(ay,...,an).
Quindi in M vale l’assioma g[fi,..., fu] = go f, da cui si ottiene che M & un
V-modello.

Notiamo che per ogni n € N, HM(T") = M" = G(T") e per ogni n,m € N,
f:T" = T", presiay,...,a, € M, siha
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HM(f)(ar, ..., a,) = (1™ 0 M (ay, ..., an), ..., (74 0 HIM(ar, ..., am)) =
= (G(™ o f)(a,...,am),..., G o F)(ar, ..., am)) =
= (ngm)(Gf(al,...,un)),...,n&m)(Gf(al,...,an))) =
=Gf(ay,...,an).

Dunque HM = G.

PIENO Siano L,M € ModV e a: HL = HM. Proviamo che esiste un V-omomorfismo
¢: L — M tale che Hp = «.

Fissato n € IN, notiamo che, detta 7'[1‘(”): T" — T! l'i-esima proiezione, dalla

naturalita di « segue che, presily,..., I, € L,

w0 HL(n" (L, ..., 1) = HL(7m") o an(ly, ..., 1,) <

1

s a(l) = (T")M(an(ly, ..., 1)).
Quindi
(a1(h), . an(ln)) = an(ly, ..., 1y).

Prendiamo ora ¢ = a;: M — L. ¢ e un V-omomorfismo, infatti, presa
un’operazione n-aria f: T" — T!, per la naturalita di « si ha:

i, L) wr(fFE(l, .. )
I Il
(Vo )L, . L) Man(l, .. 1))
18]
L M
HL(f) C HM(f)
L" o M"
(l1,...,ln) “n(llz---;ln)

Dunque

6(1(fL(ll,. . .,ln)) = fM(CKn(ll,. . .,ln)) = fM((xl(ll),. . .,Dcl(ln))

ovvero &1 € un YV-omomorfismo.
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Inoltre Hay: HL = HM & una famiglia {Htxgn): L" - M" | n € N} dove

He\" (I, ... 1) = (a1 (L), ..., 01 (L)) = au(ly, ..., 1)
quindi Hay = He = a.

FEDELE Siano L,M € ModV e f,g: L — M, supponiamo Hf = Hg e proviamo che
f=g SeHf ={Hf,: L" - M" |n € N} e Hg = {Hg1: L" - M" | n € N}
abbiamo che, perognil € L,

f() = HA®D) = Hg: (1) = g(1)
dacui f=g

In conclusione Mod () ~ |7, < |n. O
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ARGOMENTI AVANZATI

A.1 ISOMORFISMI DI TEORIE DI LAWVERE E TERM-EQUIVALENCE

Le proposizioni 7.9 e 7.12 provano che, considerata una presentazione di varieta, si
puo costruire una teoria di Lawvere in modo che la categoria dei modelli in senso
algebrico della varieta sia equivalente alla categoria dei modelli della teoria di Lawvere
corrispondente e viceversa.

Come prossimo passo, vogliamo provare che, detta .7 una teoria di Lawvere,
L(P(T)) e T sono isomorfe e che, detta V una presentazione di varieta, le varieta
corrispondentia Vea Z(Z(V)), cioe Mod Z(£(V)) e Mod V, sono term-equivalent.

Specifichiamo, prima di tutto, cosa si intende per isomorfismo di teorie di Lawvere.

Definizione A.1

Consideriamo due teorie di Lawvere % e .7, con oggetti rispettivamente R, R!,

..,R", ...eT° T ..., T" .... Un morfismo di teorie di Lawvere & un funtore
F H# — T che preserva i prodottl finiti e che mappa R" in T" per ogni n € IN.
Un isomorfismo di teorie di Lawvere & un morfismo di teorie di Lawvere che
ha un inverso.

Notiamo che, tramite I’equivalenza tra le categorie dei modelli in senso algebrico
e in senso categoriale, possiamo considerare i modelli liberi di una varieta, definiti
attraverso l’algebra universale, come funtori dalla teoria di Lawvere corrispondente in
7 che preservano i prodotti finiti, ovvero come modelli in senso categoriale.

Definiamo un funtore dimenticante dalla categoria dei modelli di una teoria di
Lawvere.

Definizione A.2
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Sia 7 una teoria di Lawvere con Ty, Ty, ..., Ty, ... oggetti di .7. Allora chiame-
remo funtore dimenticante il funtore

U: (7,91 — &

Fr— F(Ty)
(DCZ F= G) — (0(1: F(Tl) — G(Tl))

Proposizione A.3. Sia 7 una teoria di Lawvere e V. = (7). Siano H: ModV —
(7,n e K:[7,7]n — ModV i funtori che formano l'equivalenza di categorie tra
ModV e |7, .| costruita nella proposizione 7.12. Sia inoltre U': Mod'V — . il funtore
dimenticante definito nel lemma 7.4. Allora U’ ~ U o H e U’ o K ~ U, cioe I'equivalenza di
categorie H, K preserva il funtore dimenticante.

Dimostrazione. Proviamo che U’ ~ U o H. Sia M € Mod V. Allora per la proposizione
7.12 il funtore HM é tale che HM(T") = M", da cui

UoH(M)=U(H(M))=HM(T;) =M = U'(M).
Inoltre se f: L — M & un 7-omomorfismo di modelli, Hf : HL = HM é definito da
Hfy,: L' — M"

(I, ... ln) — (f(l),..., f(In))
Quindi

UoH(f) = U(Hf) = Hfi = Uf
cioe U’ =UoH = U ~ U o H. Inoltre

U~UoH=UoK~UoHoK=~ Uoidi g o, =~ U

da cui la tesi. O

Osservazione A.4. Analogamente, si prova che se V ¢ una presentazione di varieta e
7 = £(V), allora 'equivalenza di categorie tra ModV e [.7,.”]|1 costruita nella
proposizione 7.9 preserva il funtore dimenticante.

Osservazione A.5. Sia .7 una teoria di Lawvere e V = Z(7) con H: ModV —
[7,|n e K: [7,%] - ModV equivalenza di categorie tra ModV e [.7,.|11 co-
struita nella proposizione 7.12. Siano inoltre U': ModV — . ed F': .¥ — ModV
rispettivamente il funtore dimenticante e il funtore libero. Allora per 1’osservazione
precedente e per 1'osservazione ?? il funtore libero F = H o F’ & aggiunto sinistro del
funtore dimenticante U.

Quindi nella categoria dei modelli di una teoria di Lawvere, possiamo sempre
considerare i modelli liberi {F, | n € IN} come le immagini degli insiemi con n
elementi tramite il funtore libero.

Di seguito, data una teoria di Lawvere .7, indicheremo con Fz la sottocategoria
piena di [7, .1 generata dai modelli liberi {F, | n € IN}.
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Proposizione A.6. Sia .7 una teoria di Lawvere. Allora °P e F sono categorie isomorfe.

Dimostrazione. Per il lemma di Yoneda il funtore T" € 7P — [T", —| € [.7,.”] & pieno
e fedele, ovvero 7P si immerge in [.7,.7]. Inoltre, per la proposizione ??, [T", —]
preserva i limiti, quindi .7°P si immerge in [.7, .’|11. Allora, per provare che 7P ~ F,
mostriamo che ¢’@ un isomorfismo tra [T", —] e F, per ogni n € IN. Per I'immersione
di Yoneda basta dimostrare che [[T", —|, —] =~ [F,, —]. Ma, se G € [.7,.”]11, ancora per
Yoneda, [[T", -], G] ~ G(T"), quindi

[[T",—],G] ~ G(T") ~ (G(TY))" ~ [{1,...,n},G(TY)] ~
~ [{1,...,n},U(G)] ~ [Fy, G]

da cui la tesi. O

Corollario A.7. Siano .7 e 7' categorie di Lawvere. Se esiste un’equivalenza di categorie tra
(7, nelT',. ] che preserva i funtori dimenticanti, allora T e T sono teorie di Lawvere
isomorfe.

Dimostrazione. Sia H: [, |n — (7', <|n, K: [7,n — [7,]|n equivalenza
di categorie. Dato che H, K preservano i funtori dimenticanti, per I'osservazione ??,
preservano anche i funtori liberi. Quindi F4 e F sono isomorfe. Allora per la
proposizione A.6, 7 e 7' sono teorie di Lawvere isomorfe. O

Corollario A.8. Sia .7 una teoria di Lawvere e 7' = £(P(7)). Allora T e T’ sono teorie
di Lawvere isomorfe.

Dimostrazione. Per la proposizione A.3 e per 1'osservazione A.4, 'equivalenza di cate-
gorie tra |7, .|n e 7', | preserva i funtori dimenticanti, quindi, per il corollario
precedente .7 e 7' sono isomorfe. O

Proposizione A.g. Siano V e V' due presentazioni di varietd. Se £ (V) e £ (V') sono teorie
di Lawvere isomorfe, allora Mod 'V e Mod V' sono term-equivalent.

Dimostrazione. Per la proposizione 7.9, Z (V) e £ (V') sono rispettivamente le opposte
delle sottocategorie piene di ModV e Mod V' generate dai modelli liberi. Quindi
ZL(V)=FyPeL(V)=Fy®PeH: Fy = Fy, K: Fyy — Fy isomorfismo tra Fy
e Fy (in particolare, dato che H & pieno, fedele e suriettivo, si puo prendere K tale che
HK = idr,). Indichiamo inoltre con & e ¢’ gli insiemi delle operazioni fondamentali
rispettivamente di Ve V' econp: 6 — w, p’: ¢' —» witipidi VeV’

Costruiamo una term-equivalence tra Mod V e Mod V'. Definiamo D: & — Ty (X,,)
come di seguito. Per ogni f € & simbolo di operazione n-aria questo corrisponde a un
morfismo f: [x1] € F; — [f(x1,...,x,)] € Fy. Allora si pud considerare Hf: F| — F} e,
utilizzando 1'assioma della scelta, si pud selezionare un termine t € Hf([x}]). Poniamo
quindi D(f) = t.
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Osserviamo che D puo essere estesa a tutto T,(X,,), ponendo D(t) = s per un
s € Ht([x]]) e, in questo modo, se f & un termine n-ario e sj,...,S, sono termini
m-ari, componendo si ottiene che [D(f[s1,...,su])] = [D(f)[D(f1),-..,D(fn)]]. Infatti,
procedendo per induzione sulla complessita k di un termine, il passo base € banale;
per il passo induttivo, siano t = f[s1,...,s,] con f n-aria e sy, ...,s, termini m-ari di
complessita minore di k. Allora [D(t)] = [D(f[s1,...,s4])] = Hf, mat = f o g dove
g: F, = Fy € l'unico morfismo che fa commutare il seguente diagramma:

\J/) Q/

Per la funtorialita di H, [D(f)] = Hf o Hg = [D(f)[D(f1),---., D(f1)]]-

Si noti che D & un’interpretazione. Infatti V f € @, p(f) = p/(D(f)) in quanto H
& un isomorfismo di teorie di Lawvere, quindi H(F,) = F,. Inoltre per ogni algebra
A € ModV’/, AP € ModV; infatti se in V vale s ~ t per s,t termini n-ari, allora

5([x1]) = #([x1]) perché s e t sono nella stessa classe di F,, quindi s = f = D(s) ~ D(t).

Analogamente definiamo E: ¢ — T,(X,,) come di seguito. Per ogni g € ¢” simbolo
di operazione n-aria questo corrisponde a un morfismo g: [x]] € F{ — [g(x],...,x},)] €
F),. Allora si puo considerare Kg: F; — F, e, utilizzando 'assioma della scelta, si puo
selezionare un termine s € Kg([x1]). Poniamo quindi E(g) = s. Come prima, si noti
che E cosi definita & un’interpretazione.

Per provare che D ed E formano una term—equivalence, consideriamo A € Mod V e

proviamo che A*P = A dove AF = (A, {E(g)"}¢cor) e AFP = (A, {D(E(g ))AE}geﬁl>.

Dunque AEP = A & V g € ¢/ D(E())*" = ¢*" < [D(E(g))] = [g]. Allora E(g) =
t € Kg([x1]) e t: [x1] — Kg([x1]), cloe t = Kg. Quindi [D(E(g))] = Hi([x}]) =
HKZ([x}]). Ma H, K formano un isomorfismo di teorie di Lawvere da cui si ha
ID(E(g))] = HKZ([x}]) = g(x}]) = [g}. Dunque per ogni A € ModV, AFP =
A e, analogamente, per ogni B € ModV’, BPE = B, cioe ModV e Mod V' sono
term-equivalent. O

Corollario A.10. Sia 'V una presentazione di varieta e V' = (£ (V)). Allora Mod'V e
Mod V' sono term-equivalent.

Dimostrazione. Per il corollario A.8, #(V) & isomorfa a £ (V'), da cui, utilizzando la
proposizione A.9, si ottiene la tesi. O
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Proposizione A.11. Se V e V' sono due presentazioni di varietd, le sequenti sono equivalenti:

1. Mod 'V e Mod V' sono term-equivalent;
2. le teorie di Lawvere £ (V) e £ (V'), presentate nella definizione 7.8, sono isomorfe;

3. esiste un’equivalenza di categorie tre Mod V e Mod V' che preserva i funtori dimenti-
canti.

Dimostrazione. Osserviamo che il punto 3 € equivalente a chiedere che esista un’equiva-

lenza di categorie tra [Z(V), |1 e [Z(V), |11 che preservi i funtori dimenticanti.

Infatti Mod V =~ [Z(V), |11, Mod V' ~ [Z(V'), #]11 €, per 'osservazione A.4, queste

equivalenze preservano i funtori dimenticanti.

Indichiamo con & e ¢” gli insiemi delle operazioni fondamentali rispettiva-
mentedi VeV econp: 0 = w,p': 0" - witipidiVeV. SeV eV sono
term-equivalent, esistono due interpretazioni D: & — Ty (X,) e E: 0" — Tp(Xw)
che si estendono a D*: Tp(Xw) — Ty (Xw) e E*: Ty(Xw) — Tp(Xw). Dato che
D & un’interpretazione, se in V vale t ~ s, allora D*(t) ~ D*(s), quindi si pud
considerare

D: [t] € Fy(Xw) — [D*(t)] € Fy(Xw)
e analogamente
E: [t] € Fy'(Xw) — [E*(t)] € Fy(Xw).
Inoltre, dato che D ed E formano una term-equivalence, vale
VteT(Xo) E*(D*(t))~t= E(D(t)) =t
e analogamente
Vs e Ty(Xy) D*(E*(s)) =s= D(E(s)) =s.
Per la proposizione 7.9, Z(V) e (V') sono rispettivamente le opposte delle
sottocategorie piene di Mod V e Mod V' generate dai modelli liberi. Chiamiamo
ZL(V) = FyP e (V') = Fy°P dove {F, | n € N} e {F, | n € N} sono gli
oggetti rispettivamente di Fy e Fy. Allora e possibile costruire un isomorfismo
tra Fy e Fy come segue:
H: Fy — ‘FW’
F,— F,
(t: F, > F,) —> (EotoD: F, — F,,)
H & banalmente un funtore, infatti Hidr, = idy e H(tos) = EotosoD =
EotoDoEosoD = Hto Hs. Inoltre H ha come inverso
F,— F,
(t: F, - F,)— (DotoE: F, — Fy)
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infatti HK(F!) = F,, KH(F,) = F,, HK(t) = EoDotoEoD = s e KH(s) = s.
Quindi H e K formano un isomorfismo di teorie di Lawvere.

Segue dalla proposizione A.9.

Chiamiamo Z(V) = 7, (V') = 7/, {T, | n € N} gli oggetti di 7 e
{T}, | n € N} gli oggetti di .7’. Per ipotesi esiste un isomorfismo tra H: 7 — .7/,
K: 7" — 7. Allora si pud costruire un’equivalenza di categorie tra [.7,.7]1y e
(.7, .11 considerando

K:_OK: [y,y]HH[y/,y]H
F— FoK
(a: F = G) — (Ka: FoK = GoK)

dovese a: F = G = {a,: F(T,) — G(Ty) }nen, allora Ka = {Ka,: F(K(T})) —
G(K(T)))}nen = {an: F(T,) — G(T,) }nen- Analogamente consideriamo

H:_OH: [yl,y]n — [g,y]n
F—FoH

(a: F= G)— (Ha: FoH = GoH).
Allora K e H formano un’equivalenza di categorie, infatti se F € [.7, .|y e
Gel7,n HK(F)) = FoKoH ~ Fe K(H(G)) = GoHoK ~ G. Inol-
tre K e H preservano i funtori dimenticanti, infatti, detti U: [7, ¥]n — % e
u:|[7',n — & ifuntori dimenticanti, se F € |7, .|y, vale

U' oK(F) =U'(FoK) =FoK(T{) = F(K(T})) = F(Ty) = U(F)
ese FL,Ge|7,S]n, a: F= G,vale
U'oK(a) = U (Ka) = Kay = a7 = U(a).

Analogamente Uo H = U'.

Segue dal corollario A.7. O

A.2 FUNTORI ALGEBRICI

Cerchiamo ora una generalizzazione della definizione di funtore dimenticante descritta
nella Definizione A.2. Questa generalizzazione ¢ formalizzata tramite il concetto di
"funtore algebrico".
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Definizione A.12

Sia F: # — 7 un morfismo di teorie di Lawvere. Il funtore di precomposizione
con F

—oF: [9,y]n—>[y,y]n
Gr——GoF
(0: G=H)+—— (aF: GoF = HoF)

e detto funtore algebrico.

Questa definizione ha senso, infatti, dato che sia G che F preservano i prodotti finiti,
anche G o F li preserva.

Mostriamo che i funtori dimenticanti (definizione A.2) sono un caso particolare di
funtori algebrici.

Osserviamo che esiste una teoria di Lawvere, che indicheremo con .#, corrisponden-
te alla presentazione di varieta senza assiomi, ossia la teoria di Lawvere che ha . per
categoria dei modelli. Per la proposizione A.6, .°P e isomorfa alla sottocategoria di .
generata dai modelli liberi, cioe .°P e isomorfa alla categoria costituita dagli insiemi
finiti e dalle mappe di inclusione. Allora gli unici morfismi in . sono le proiezioni.
Ne deriva la seguente proposizione.

Proposizione A.13. La teoria degli insiemi ./ é un oggetto iniziale della categoria delle teorie
di Lawvere con i morfismi tra esse.

Dimostrazione. Sia .7 una teoria di Lawvere. Dato che in .7 le uniche mappe sono
le proiezioni dei prodotti e queste, per definizione di morfismo di teorie di Lawvere,
devono essere mandate necessariamente nelle proiezioni dei prodotti di .7, esiste un
unico morfismo di teorie di Lawvere da . in 7. O

Osservazione A.14. La categoria [, .11 & isomorfa a .. Infatti, un funtore G da .%
in .7 che preserva i prodotti & completamente determinato da G(S!): se G(S!) = I,
si deve avere necessariamente G(S") = I" e le proiezioni devono essere mandate
nelle proiezioni, perché G preserva i prodotti finiti. Inoltre se G, H € [.,.” |1, una
trasformazione naturale a: G = H & completamente determinata da a; poiché, dalla
naturalita e dal fatto che G e H preservano i prodotti, segue che, preso (x1,...,x,) €
G(S") = (G(S'))", si deve avere ay(x1,...,x,) = (a1(x1),...,&1(x,)). Possiamo,
quindi, identificare le due categorie.

Proposizione A.15. Se .7 ¢ una teoria di Lawvere e K e I'unico morfismo da . in 7, il funtore
dimenticante U: |7, n — . é uguale al funtore algebrico — o K: [T, ./ |n — [, <.
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Dimostrazione. Preso G € [7,.7]p, il funtore G o K € [.,.#]|;; manda S! nell'insieme
GoK(S') = G(T') = U(G). Inoltre, presi G,H € [7, #|nea: G= H,aK: GoK =
H o K ¢ la trasformazione naturale determinata da «aK; = a1 = Ua. O

Lemma A.16. Sia I un insieme. Il funtore
IX -1 —
J—1Ix]
(f:]=J)— ((id, f): Ix]—=1Ix])
preserva i colimiti.

Dimostrazione. Sia G: B — . un diagramma. Supponiamo che esista il colimite di G e
che colim G = (C, (pp)pex); vogliamo provare che

COlim(I X G—) = (I X C, ((ld[, ]93))36%).

Consideriamo quindi (M, (gp: I x GB — M)peg) cocono su I x G—, questo induce
per ogni i € I una famiglia di mappe (g5: x € GB + gg(i, x) € M)gcy. Essendo, per
ognii € I, (M, (g5)pes) un cocono su G, esiste un’unica mappa q': C — M tale che
q% = q' o pp per ogni oggetto B € . Allora resta definita la mappa g: (i,¢) € I x C
q'(c) € M per cui, presii € I e x € GB, vale:

(q.0 (idr, pp)) (i, x) = q(i, ps(x)) = (q" o pp)(x) = g5(x) = g8(i, x),
ossia qp = g o (idj, pg) per ogni B € A. Resta da provare che g & 'unica mappa per cui
avviene cio. Supponiamo che esista f: I x C — M tale che g = f o (id], pg) per ogni
B € %. Allora per ognii € [ e x € GB vale g5(x) = qp(i, x) = f(i, ps(x)), da cui, detta
flic € Cr f(i,c) € M, vale gy = fio pg, cioe f' = ¢’ per ognii € I. Ne segue che
f=q O

Analogamente si prova che, se | & un insieme, il funtore — x | preserva i colimiti.

Lemma A.17. Siano </ e % due categorie piccole e F: o/ — ./, G: B8 — ./ due funtori.

Allora il colimite del funtore:
FXG: oA X B —
(A,B) — FA x GB
¢ (colim F) x (colim G).
Dimostrazione. Applicando il lemma A.16, si ha
(coEmF(A)) X (colBim(G(B)) = Collqim(F(A) X ColBim G(B)) =
= cogm(co}sim(F(A) x G(B)) =

o~ c&}’iBr?(F(A) x G(B))

dove 'ultimo passaggio vale per la commutativita dei colimiti. O
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Teorema A.18

Ogni funtore algebrico ha un aggiunto sinistro.

Dimostrazione. Siano Z e .7 teorie di Lawvere con oggetti rispettivamente {R" | n € N}
e {T" | n € N} esia F: #Z — .7 un morfismo di teorie di Lawvere. Per ogni modello
G: #Z — .7, essendo Z una categoria piccola e . una categoria cocompleta (??), per
il teorema ??, esiste I'estensione di Kan sinistra di G lungo F e, per la proposizione
??, Lang: [%,.] — [7,.”] e I'aggiunto sinistro del funtore — o F: [, .] — [Z,.7].
Quindi, per provare che —o F: [7,.|n — [#,.]n ha un aggiunto sinistro, basta
mostrare che, se G € [#,.”]n, allora l'estensione di Kan di G lungo F, che indicheremo
con K, preserva i prodotti finiti, ossia K € [.7, .]1.

Ricordiamo com’e costruita 1’estensione di Kan K nel teorema ??. Per ogni n € IN,
indichiamo con &), la categoria degli elementi di Hom o (F—, T"), cioe la categoria data
da:

Obj(&) = {(R™,t) |m € N, t: T" — T"}
Homg, ((R™,t),(RY,s)) = {f: R" = R¥ | so Ff = t},

in particolare, possiamo considerare equivalentemente come oggetti di &, le coppie
(m,t) conm € N e t: T" — T". Indichiamo, inoltre, con ®,: &, — Z il funtore
dimenticante. Allora, per ogni n € IN, & stato definito K(T") := colim(G o ®y,).
Vogliamo provare che K(T") = K(T!)" < colim(G o ®,) = (colim(G o ®1))".
Per il lemma A.17, vale (colim(G o @4))" = (colim(G o ®1))", inoltre, poiché G
preserva i prodotti, per ogni (m,t) € &,, siha ((Go®q)(m,t))" = (G(D1(m,t)))" =
G(P1(m, t)"). Allora, detto @] il funtore

DL E X XE — R
<mi’ ti)izl,...,n — Rm1 X oeee X Rm” oY Rm1+---+mn,

vale
(colim(G o ®1))" = colim(G o @1)" = colim(G o D).

Consideriamo il funtore

Y,: & x---x& — &,

Allora ®, 0¥, = (¥1)", quindi, per provare la tesi, & sufficiente dimostrare che
colim(G o ®, 0¥,) = colim(G o ®,,).
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Mostriamo in generale che, se H: &, — £, vale colim(H o ¥,) = colim(H). Osser-
viamo che un cocono a: H = Ay (dove Ax é il funtore costante in X € Z7), induce un
cocono a¥,: Ho¥,, = Ax.

Viceversa, proviamo che, se f: Ho Y, = Ax & un coco-
no su H o ¥, esiste un unico cocono y: H = Ax tale
che v¥, = B, ossia tale che per ogni (m;, t;)i—1,..
61 X Gy stha (g ) = Bimiti)i, ) Perognd o [ gy \ M
m € NN, consideriamo il morfismo J,,: R™ — (R™)"

tale che per ogni i = 1,...,n 7" 04,; = idgm dove / \
" (R™)" — R™ e l'i-esima proiezione. ¢ induce un Tm (prot) T™
morfismo 6y, (m,t) — (m-n,I[.1(piot)) in &,, do-
ve p; & li-esima proiezione di T" su T'. Infatti vale \ /

[T.,(piot)oFd, = t. Allora, dalla naturalita di v, si

Trl
deve avere necessariamente
A
T! T!

VYimt) = YmnIL(piot) © HOm = Bm,piot)y,, © Hom:

Controlliamo la naturalita di v appena definita. Siano (m,t), (k,s) oggetti di &, e
f: R™ — RF tale che s o Ff = t un morfismo in &,. Vogliamo provare che Yimp) =
Y(ks) © Hf, ossia che By por),_, , © Hom = Bkpios)_, , © Ho o Hf. Notiamo che f
induce per ogni i = 1,...,n un morfismo f: (m,p;ot) — (k,p;os) in & (in quanto
da so Ff = t segue che pjosoFf = p;ot) e quindi un morfismo f x --- x f =
fm: (mn, TI(piot)) — (kn,[I(pios)) in & x - -+ x &. Allora si ha:
o flody=fonody=f=mnfodof Vi=1,...,n
= f"odu =0dkof
= Hf" o H,, = Hé o Hf.

Inoltre dalla naturalita di B si ottiene:

,,,,,,,,,,

Dunque il seguente diagramma commuta:

Hs,, ﬁ(m,piof),':l ..... n
H(mn,[1(piot))

Hf ‘ C. Hf" h C. idx

H(k, H(kn, '
( S) H&k ( " H(pz OS)) ’B(k'ViOS)i:I,N.,n

H(m,t) X

X

ossia oy € una trasformazione naturale.



A3 CONDIZIONI DI MALCEV

Indichiamo con B: Ho ¥, = Alim(Hov,) il cocono limite del funtore Ho ¥, e
con a: H = Aggjim(pr il cocono limite di H. Per quanto appena mostrato, p induce
un cocono v: H = Alim(Hov,) tale che v, = B. Di conseguenza, esiste un unico
morfismo k: colim(H) — colim(H o'¥},) tale che ko a(,, ;) = Y(u,r) per ogni (m,t) € &,
dunque, in particolare, ko &y, 11t) = B(myt)iy .- Viceversa, a induce un cocono
a¥y: Ho¥y = Acolim(H), Per cui esiste un unico morfismo h: colim(Ho ¥,) —
colim(H) tale che ho IB(mirti)i:L.“,n = "‘(Zmi,l'[ti) per ogni (ml-, ti)i:l,...,n € @@1 X X (9@1.
Inoltre h ¢ tale che ho 7y, = ho Bm,piot)icy, . © HOm = & (un,[1(psor) © HOm = (1) peT
ogni (m, t) € &,.

Quindi h o k: colim(H) — colim(H) & un morfismo tale che

hokowagy =hoYy =& = hok=idelmn)
ekoh: colim(Ho%¥,) — colim(H o¥,) & un morfismo tale che

kohoBumt)isy = ko&wm 1) = Bimt)iss, , = KON = ideotim(Hoy,)-

In conclusione colim(H) = colim(H o ¥,) per ogni funtore H: &, — 27, da cui
colim(Go®, 0¥,) = colim(G o ®,,). O

Osservazione A.19. Se 7 ed % sono teorie di Lawvere e H: % — 7 & un morfismo di
teorie di Lawvere, allora il funtore algebrico — o H indotto da H commuta con i funtori
dimenticanti. Questo segue immadiatamente dal fatto che H commuta con gli unici
morfismi di teorie di Lawvere c7: . — 7 eog: ./ — %, cioe da H o 04 = 07 segue

(~00z)o (~oH) = (~00s).

7 i 7 17, S —2— %, )
T C O —o0 g C —O0
54 54

In effetti si puod dimostrare che questa proprieta caratterizza i funtori algebrici, ossia
che se un funtore W: [, |11 —: [#,.7]n commuta con i funtori dimenticanti allora
W e un funtore algebrico, ossia esiste H: % — .7 taleche —o H = W.

Questo risultato si pud vedere come 1’analogo della corrispondenza tra isomorfismi
di teorie di Lawvere e equivalenza tra categorie di modelli che commutano con i funtori
dimenticanti, mostrata nella proposizione A.11.

A.3 CONDIZIONI DI MALCEV

Ricordiamo che, se R e S sono due relazioni binarie su A, abbiamo definito

RoS:={(x,y) € A>| 3w € A tale che (x,w) € Re (w,y) € S}.

98



A3 CONDIZIONI DI MALCEV

Ci chiediamo se, sapendo che R e S sono relazioni d’equivalenza, e possibile concludere
che anche Ro S lo e.

Lemma A.20. Siano R e S relazioni d’equivalenza su A. La relazione R o S e d’equivalenza se
esolose RoS = SoR.

Dimostrazione. Supponiamo che R o S sia d’equivalenza. Allora

(x,y) € Ro S se e soltanto se (y,x) € Ro S
se e soltanto se 3 w tale che (y,w) € Re (w,x) € S
se e soltanto se 3 w tale che (w,x) € Re (x,w) € S

se e soltanto se (x,y) € SoR.

Supponiamo che Ro S = S o R e mostriamo che Ro S e d’equivalenza.
RIFLESSIVITA V x (x,x) € Ro S poiché (x,x) € Re (x,x) € S.

SIMMETRIA Supponiamo che (x,y) € Ro S, allora per definizione 3 w tale che (x,w) €
Re (wy) € S. Quindi, dalla simmetriadi Re S, (w,x) € Re (y,w) € S se e
soltanto se (y,x) € SoR=RoS.

TRANSITIVITA Supponiamo che (x,y) € RoS e (y,z) € RoS, allora 3 t tale che
(x,t) € Re (t,y) € Se I s tale che (y,5) € Re (s,z) € S. Di conseguenza
(t,s) € SoR = RoS ecid implica che 3 w tale che (t,w) € Re (w,s) € S. Quindi,
dalla transitivita di R e S segue che (x,w) € R e (w,z) € S per cui possiamo
concludere che (x,z) € RoS.

O

Osservazione A.21. Notiamo che se 6 e i sono congruenze su </ e f o ¢ = ¢ o 6 allora
o € una congruenza. Infatti, consideriamo un’operazione fondamentale f di .o/
di arieta n. Siano @ := (ay,...,a,) e b := (by,...,b,) e supponiamo z o b. Cid &
equivalente a 3@ := (wy, ..., w,) taliche @ § W 1 b. Ma 6 e 1 sono congruenze, dunque
f(@) 6 f(w) ¥ f(b), allora, per definizione, f(a@) Ro S f(b).

Definizione A.22

Se 6, ¢ € Con(«7), diremo che 0 e i permutano se 6 o ) = ¢ o 6. Diremo che o7 &

a congruenze permutabili se tutte le sue congruenze permutano. Inoltre diremo
che una classe di algebre K & a congruenze permutabili se tutte le algebre in K
sono a congruenze permutabili.
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Osservazione A.23. Se 6 e 1 sono permutabili, allora 0 o) = 0 V 9.

Infatti 6 C fop e p C 0oy perché, se (x,y) € 6, allora (x,y) € 0 e (y,y) € ¢,
dunque (x,y) € fop. Quindi § C fop e p C Hop e cido implica UYP C o,
dunque 6 V¢ C 6o ¢. Viceversa (x,y) € 0 o ¢ significa che 3 w tale che (x,w) € 6 e
(wy)ep=(x,w),(wy) €0Vy=(x,y) c0Vipdacuifop COV.

Teorema A.24 (Malcev, 1954)

Sia V una varieta di algebre. Le seguenti sono equivalenti:
1. V e a congruenze permutabili;
2. Fy(3) e a congruenze permutabili;

3. esiste un termine q(x,y,z) (detto termine di Malcev) tale che

VEqxyy)=x=q(y,yx).

Dimostrazione. Proviamo le varie implicazioni.

Verificata per definizione poiché .Zy (3) € V.

2. = 3.| Definiamo . := Zy(3) e & == C¢” (x,y), B := Cg” (y,z). Allora (x,z) €
a o f e peripotesi (x,z) € Boa. Per definizione, cid significa che 3 u € .7 tale che
x B u« z. Siccome .# é liberamente generata da x, y, z deve esistere un termine
q(x,y,z) tale che u = q(x,y, z).
Sia o/ un’algebrain V aa,b € A. Definisco una funzione g tale che g(x) = g(y) =
ae g(z) = b, poiché .7 e libera in V, g si estende a un omomorfismo 3: .# — o/
con (x,y) € kerg. Allora « C kerg e, dato che u « z, vale (u,z) € kerg.
Calcoliamo

b=_3(z) =8u) =817 (x,y,2)) = 9" (8(x),8(v),8(z)) = 4" (a,a,b).

Poiché a,b € A e &/ € V erano arbitrarie, abbiamo dimostrato che
VEx=q(x,xy)
Per l’altra equazione si procede in maniera simile.

m Sia &/ € Vea,p € Con(«). Basta mostrare che x o C Bouw, l'altra
inclusione sara analoga.

definition

Sia (a,b) e a0 <= T c € Atale cheaa c B b. Per ipotesi, esiste un termine
q(x,y,z) tale che AF q(x,y,y) = x = q(y,y, x). Notiamo che da c B b segue, per
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la compatibilita di 8 rispetto alle operazioni fondamentali, che q(a,b,b) B q(a, c,b)
e, analogamente si ha g (a,c,b) a g¢*(a,a,b). Allora otteniamo

a= qA(a, b,b) B qA(a,c,b) o qA(a,a,b) =b
quindi (a,b) € Boa.
O

Questo tipo di condizioni (cioe 1'esistenza di termini con determinate proprieta)
sono dette condizioni alla Malcev.

Esempio A.25. Consideriamo la varieta dei gruppi, con operazioni fondamentali
(+,—,0). Questa & a congruenze permutabili, infatti, considerato il termine g(x,y,z) =
x —y +z, per ogni gruppo G siha GF q(x,y,y) = x = q(y, ¥, x).

Definizione A.26

Una classe di algebre K & a congruenze distributive se i reticoli delle congruenze
delle algebre in K sono tutti distributivi.

Teorema A.27 (Jonsson, 1967)

Se V & una varieta di algebre, allora le sequenti sono equivalenti:
1. 'V éa congruenze distributive;

2. esiste un termine m(x, y, z) (detto termine di maggioranza) tale che

VEm(x,x,y) =m(x,y,x) =m(y x,x) =x.

Esempio A.28. I reticoli sono a congruenze distributive, infatti si puo considerare come
termine di maggioranza m(x,y,z) = (x Ay) V (x Az) V (y A z).

Definizione A.29

Una classe di algebre che sia a congruenze permutabili e a congruenze distributive
viene detta aritmetica.
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Teorema A.30 (Pixley, 1963)

Se V & una varieta di algebre, le seguenti sono equivalenti:
1. V e aritmetica;
2. Fy(3) e aritmetica;

3. esiste un termine p(x,y,z) tale che

VEpxyx)=pxyy) =plyyx) ==x

A.4 ALGEBRE FINITAMENTE PRESENTATE

In ogni varieta esistono algebre libere su ogni insieme di generatori. Se &/ € V, si

pud considerare un insieme di generatori di </, S. Quindi S C A e Sg“(S) = «.

Se la cardinalita di S & k, si pud considerare .y (k) e la biezione tra i generatori
di Zy(k) e S. Quest’ultima si estende a un omomorfismo h: #y (k) — /. Ora si
puo osservare che h & suriettivo, infatti se 2 € A, allora deve esistere un termine
t(xq,...,x;) tale che a = £(sq,...,5¢) dove s1,...,5¢ € S. Quindi 3 g1,...,4x € k tale
chea=1t(s1,...,5n) = t(h(g1),...,h(gn)) = h(t(g1,-..,8n))-

Siccome h & suriettivo &/ = Fy(k)/ ker h. Notiamo che possiamo prendere una
relazione R := {(a;, b;) | i € I} tale che kerh = Cg7v(0)(R).

Definizione A.31

Una presentazione per un’algebra . in una varieta V & data da un insieme di
variabili X := {x; | i € I} e un insieme di coppie di termini nelle variabili x;,
R:={(tj,sj) | j € J} tale che

Denotiamo la presentazione con
(X | R)

dove X e l'insieme dei generatori e R 1'insieme dei relatori.
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Definizione A.32

Un’algebra </ & detta finitamente presentabile se & presentabile come (X | R)
con X e R entrambi finiti.

Esempio A.33. .Zy(n) é finitamente presentabile come ({x1,...,x,} | @).
Z & un gruppo finitamente presentabile da ({x1} | @).

A.5 ALGEBRE PARZIALI E PROPRIETA DELL'IMMERSIONE FINITA (FEP)

Definizione A.34

Dato un tipo p diremo che (P, F) & un’algebra parziale se le operazioni f € F
sono definite parzialmente su P. In altre parole, se py,...,pn € Pe f € F con
p(f) = n, allora f(p1,...,pn) 0 non & definita o, se & definita, appartiene a P.

Se & e 2 sono due algebre parziali dello stesso tipo p e h: P — Q diremo
che 1 ¢ un omomorfismo di algebre parzialise V py,...,p, € P eV f operazione
fondamentale n-aria del tipo p,

se esiste f(p1,...,pn), allora h(fF(py,...,pn)) = fR(h(p1), ..., h(ps))

quindi, in particolare, f(h(p1),...,h(p,)) dev’essere definita.
Un isomorfismo di algebre parziali € un omomorfismo che ha un inverso.

Definizione A.35

Un’immersione di un’algebra parziale & in un’altra algebra parziale 2 & un
omomorfismo iniettivo ¢: & — 2.

Quindi, se f(p1, ..., pn) esiste, deve valere

P(f (P, pn)) = f@(p1), -, @(pn))-

Definizione A.36

Un’immersione piena di un’algebra parziale & in un’altra algebra parzia-
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le £ ¢ un omomorfismo iniettivo & tale che, considerati p1,...,pn € P, se
fR(h(p1), ..., h(pn)) esiste, allora deve esistere anche f*(p1, ..., p,) e deve valere

h(fP(p1,.--opn)) = fOR(p1), - h(pn)).

Definizione A.37

Se (s,t) & un’equazione nel linguaggio di un’algebra parziale &, diremo che
P E s =t se, supponendo s = s(xy,...,x,) e t = t(x1,...,%,), per ogni
Pi,---,Pn q1,---,qn € P vale la seguente proprieta:

ses(p1,...,pn) €t(q1,.-.,qn) sono definiti, allora s(p1, ..., pu) = t(q1,--., qn)-

Definizione A.38

Diremo che una classe di algebre (totali) K ha la proprieta dell’immersione finita
(FEP) se ogni algebra parziale finita & che sia immergibile in un’algebra in K &
anche immergibile in un’algebra finita in .

Definizione A.39

Una classe di algebre K ha la FEP' se ogni algebra parziale & finita che sia
immergibile pienamente in un’algebra in K ¢ anche immergibile pienamente in
un’algebra finita in .

Notiamo che se & C 2 e & si immerge pienamente in 2, per identificare &7 basta
conoscere il suo dominio, poiché se py, ..., p, € P allora

fP(p1,...,pn) & definita se e soltanto se f2(p1,...,pn) € P.

Teorema A.40

Se una classe di algebre ha la FEP™, allora ha anche la FEP. Se inoltre una classe di
algebre ha un numero finito di operazioni allora FEP implica FEP™.

Dimostrazione. Supponiamo che una classe K di algebre abbia la FEP*. Prendiamo
& algebra parziale finita immergibile in qualche algebra &/ € K. Consideriamo
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l'algebra parziale 2% costruita partendo da & in modo che, per ogni p1,...,ps € P,
se fA(p1,...,pn) esiste ed appartiene a P

i pn) = AP pa)-

Allora, banalmente, # & pienamente immergibile in < e quindi, per la FEPT, esiste
un’algebra finita Z tale che 27 si immerge pienamente in %. Ma allora & si immerge
in 4. Quindi K ha la FEP.

Per il viceversa, supponiamo che una classe K di algebre abbia la FEP e abbia un
numero finito di operazioni. Sia &7 un’algebra parziale finita pienamente immergibile
in o/ € K. Consideriamo 1’algebra parziale 2 definita da

2:=P2U{f p1,...,pn) | fEF o(f)=n, p1,...,pu € P}.

Notiamo che £ é finita perché K ha un numero finito di operazioni. L'algebra 2 e
ancora immergibile in .27, dunque per la FEP deve esistere un’algebra finita # € K tale
che 2 si immerge in %, cioe esiste ¢: 2 »— X tale che ¢45: & — Z. Per vedere che
@|p € piena basta mostrare che ¢[P] & una sottoalgebra piena di % dove

FPo(p1), - p(pn) = @(fF(p1, -, pn))

quando fP(p1,...,pn) esiste.
Devo dunque mostrare che, se py,...,pn € Pe f2(p(p1),...,9(pu)) € @[P)], allora

Pl (@(p1), ..., p(py)) esiste e
(@), olpn)) = F((p1), -, 9(pn))-

Se p1,...,pn € P allora, per definizione di 2, si ha che fA(pl,...,pn) € Q,
inoltre, dato che & & pienamente immergibile in <, fP (p1,...,pn) esiste e vale

fP(Plr-~/Pn) :fA(Pl,..-,pn). Quindi si ha

FPo(p1), - o(pn) = @(fFP (1, pw)) = @(FA(p1, -, pw)) =
= o(fp1 - pn) = fPlo(p1), -, 9(pn).

g

In generale (cioé quando ci sono infinite operazioni) FEP # FEP". Ad esempio per i
campi l'implicazione non vale.

Vedremo pitt avanti come questa proprieta si collegata alle algebre finitamente
presentate di cui abbiamo parlato prima e alle quasi-equazione di cui si parla nella
sezione seguente.

A.6 QUASI EQUAZIONI E PROPRIETA DEL MODELLO FINITO
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Definizione A.41

Se & e un’algebra, un’assegnazione (anche detta interpretazione) ¢ una funzione
u: X = . Essa si estende univocamente a un omomorfismo u: % (2°) = 2.

Definizione A.42

Una quasi-equazione e una formula del tipo

(Sl=t1/\52=t2/\~~-/\5nZtn—>S=t).

Esiste una variante del teorema di Birkhoff che afferma che

"Una classe di algebre K é assiomatizzabile tramite quasi-equazioni se e solo se
K =1ISPP,(K) (cioe se & una quasi-varieta).”

dove I(K) indica la classe di algebre isomorfe ad algebre in K e P, (K) la classe di
algebre isomorfe ad ultra-prodotti di algebre in K.

Definizione A.43

Una classe di algebre K ha la proprieta del modello finito (FMP) se ogni
equazione che fallisce in K, fallisce in qualche algebra finita in .

Definizione A.44

Una classe di algebre K ha la proprieta forte del modello finito (SFMP) se ogni
quasi-equazione che fallisce in K, fallisce in qualche algebra finita in K.

Vediamo ora come SFMP e FEP sono collegate. Prima ¢ necessario fare un paio di
osservazioni.

Lemma A.45. Se ¢: & — 2 ¢ un omomorfismo di algebre parziali e v: X — P & un’asse-
gnazione, considerata ¢ ov: X — Q, allora le rispettive estensioni a omomotfismi da F(X)
soddisfano: ¢ ov = @ o T, ovvero

pov(s)=¢o0v(s) VseF(X).
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Dimostrazione. Procediamo per induzione sulla complessita dei termini.
Se s = x & una variabile allora I'asserto ¢ banale

750(x) = goo(x) = godlx).

Supponiamo ora che ’asserto sia vero per tutti i termini di complessita n e sia s =
f(t1,...,ty) un termine di complessita n + 1, allora

9ou(f(t,... ta)) = f(poo(tr),...,po0(ts)) =

Definizione A.46

Sia & un’algebra finita. Allora, fissata una funzione ~: P »— X iniettiva, definiamo

Diag? ={f(p1,....pn) =P | f€F p1,...,pn €P, fp(pl,...,pn) =p}.

Teorema A.47

Sia IC una classe di algebre di tipo finito e chiusa per prodotti finiti. Allora le sequenti
sono equivalenti:

1. IC ha la FEP;
2. K hala FEPT;
3. K ha la SEFMP.

Dimostrazione. Proviamo le implicazioni.

Vale per il teorema A.40.

2. = 3.| Supponiamo che K abbia la FEP" e sia q una quasi-equazione che fallisce in K.

Sia 7 € K e v: X — A un’assegnazione tale che 7(g) non é vera in 7.

Definiamo
P = {0(w) | w & un termine che compare in q}.
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Sia Z la sottoalgebra piena di </ data dal sottoinsieme B. Poiché K ha la FEPT,
& si immerge pienamente in qualche algebra finita ¢ € K con un’immersione
¢: & — €. Supponiamo che g sia della forma

=t Ata=tHA-ANt,=t, > t="1.

Sappiamo che 9(t1) = 0(t}), ..., 0(ta) = 0(t},) e 0(t) # O('). Sia u = ¢ o v, allora,
perognil <i<mn,

i(t) = god(t) = go(t)) = A(t)
Ma, poiché ¢ e iniettiva,

i(t) = goo(t) # oot = u(t)
Dunque u e un’assegnazione da X in C che falsifica 4.

Supponiamo che K abbia la SFMP. Prendiamo % algebra parziale finita tale che
# < o/ € K. Fissiamo una funzione —: B — X iniettiva. Consideriamo &Diag% ,
cioé la congiunzione di tutte le equazioni in DiagZ. Per ogni b, b’ € B con b # V'
consideriamo inoltre la quasi-equazione

%,b’ = (&Dlag,@ — /l; = E/)

Prendiamo I'assegnazione v: X — A definita da v(b) =

Notiamo che A,v F &Diag%, infatti se f(bAl, . ,l;) =
fB(by,...,by) =besiha

o(f(by,..., b)) = fA(0(by), ... v(:ﬂ)::[A(bh.“,bn):

€ Diag% , allora vale

Concludiamo che A, v E f(by,..., by) per ogni (f(b1,...,bu)) € Diag%. Osser-
viamo anche che A, v ¥ b = b’ perché

o(b) =b#b =v(b).
Quindi per ogni quasi-equazione g, esiste un’algebra .7 € K tale che A i q;.
Dunque K ¥ g, per ogni b, b’ € B tale che b # 1.

Poiché K ha la SFMP devono esistere algebre finite Cp, ;y € K tali che Cp i i g1
perogni b, b’ € Beconb # V'

Vogliamo immergere 4 in un prodotto delle algebre C;, ;. Allora per ogni b,b’ € B
con b # b’ consideriamo 1’assegnazione wy,y: X — Cp tale che Cpp, w F qp -
Definiamo un omomorfismo ¢y : B — Cpy dato da

Ppp(a) = wpp(a) Va e B.
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Questo ¢ un omomorfismo perché se f cF con o(f) =neby,..., by,a € Bsono
tali che fB(by,...,b,) = a, allora (f(by,...,b,) = @) € Diag%. Dunque

P (fE(b1, ., bu)) = @up(a) = wyp (@) = oy (f(1, ..., bu)) =
= f (Wi (Br), - (b)) =
= O (@ (b1), -, Poyy (b))

Poiché abbiamo individuato degli omomorfismi
da £ in ogni C,y con b # U/, deve esistere un %
omomorfismo ¢: # — [,y Cpp tale che, dette Jq)

Ttp,p Tl Coir — Cp i le proiezioni, Pop T2 Cop Padt

Moo 9= guy VbV €B bAY N

definito da ¢(a) == (ppp(a) | b #1'). Cop Caa

Si noti che ¢ & un omomorfismo da % in un’algebra finita [ ], Cp, quindi per
provare la tesi rimane da verificare che ¢ sia iniettiva. In effetti, se ¢ # ¢/,

p(c) = (@op(c) |[b#V) # (@op(c) [ b#Y) = ¢(c)

poiché ¢, (c) # . (c').

A.7 RELAZIONI TRA FMP, SFMP E ALGEBRE FINITAMENTE PRESENTATE

Ricordiamo che un’algebra .7 (.2") & liberamente generata da un insieme X di varia-
bili se, per ogni algebra %, ogni funzione da X in B si estende univocamente a un
omomorfismo da .#(.2") in A.

Notiamo ora che e possibile modificare la definizione sostituendo all’insieme X
delle variabili un’algebra parziale &.

Definizione A.48

Sia & un’algebra parziale. Diremo che .% (<) & una Z-algebra liberamente
generata se, per ogni algebra %, ogni omomorfismo da & in # si estende
univocamente a un omomorfismo da .# (%) in 4.

Si possono dimostrare i seguenti risultati.
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Lemma A.49. Sia V una varieta di algebre, & un’algebra parziale immergibile in qualche
algebra in V e 7 P — X una funzione iniettiva. Allora I'algebra finitamente presentata
(X, Diag %), insieme alla mappa v: & — (X, DiagZ) definita da v(p) = [p] e la Z-algebra
liberamente generata.

Lemma A.50. Se V ¢ una varieta di algebre in un linguaggio finito, le seguenti sono equivalenti:
1. A e finitamente presentabile in V;
2. A e una P-algebra liberamente generata per qualche algebra parziale .

Osservazione A.51. Si noti che se V' € una varieta di algebre e &7 un’algebra parziale,
allora & & immergibile in un’algebra in V se e solo se & si immerge in .# ().

Definizione A.52

Un’algebra e detta finitamente residuata se & decomponibile come prodotto
sottodiretto di algebre finite.

Teorema A.53

Sia V una varieta, le sequenti sono equivalenti:
1. V hala FMP;
2. tutte le algebre libere in V sono residuamente finite;

3. F(w), cioe I'algebra liberamente generata da w generatori, e residualmente finita
per ogni w.

Teorema A.54

Sia V una varieta, le sequenti sono equivalenti:
1. V hala SFMP;
2. tutte le algebre finitamente presentate in V sono residualmente finite;

3. ogni algebra parziale finita immergibile in una finitamente presentata e immergibile
in un’algebra finita.
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Teorema A.55

Se V' e una varieta assiomatizzata da un insieme finito di equazioni, in cui ogni algebra
finitamente presentata e residualmente finita, allora V ha un problema della parola
risolvibile.

A.8 CLONI, TERMINI, CLASSI EQUAZIONALI

Notazione A.56. Sia A un’insieme, denotiamo con Op,(A) l'insieme delle di tutte le
funzioni (operazioni) n-arie su A. Quindi Op,(A) = A4" = {f: A" — A}.
Chiamiamo inoltre Op(A) = U,en Opn(A).

Osservazione A.57. Notiamo V k < n ¢’é sempre un operazione p}(ay,...,a,) = ai che
chiamiamo k-esima proiezione. Indicheremo con Proj(A) := {p} | k < n con k,n € N}
lI'insieme delle proiezioni su A.

Definizione A.58

Siano n,k € N, f € Op,(A) e g1,...,8n € Opi(A), allora & possibile definire

I'operazione k-aria

flgr, - gl (21, .o xk) = flgr(xr, oo, xk), &2(x1, o, Xk), oo, gn(X1, .0, X%))

chiamata composizione generalizzata.

Se, ad esempio f: R> = R e g1, 92: R® — R, la funzione f[g1, g2]: R*> — R valutata su

un generico elemento (x1, X2, x3) € IR® dara come risultato f(g1(x1, x2, x3), £2(x1, X2, x3)).

Analizziamo ora un caso limite. Se f & O-aria e k € un numero naturale arbitrario, posso
comporre f con 0 operazioni k-arie per ottenere un’operazione k-aria. Ma dire che f e 0-
aria vuol dire che f & costante, quindi posso vedere ogni costante ¢ come un’operazione
k-aria che mappa (x1,...,xx) — ¢ (con k arbitrario).

Definizione A.59

Sia A un’insieme non vuoto. Chiameremo clone su A un qualsiasi sottoinsieme

di Op(A) che

1. contiene tutte le proiezioni,
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‘ 2. & chiuso per composizione generalizzata. '

Si osservi che sia Op(A) che Proj(A) sono cloni su A. Infatti componendo proiezioni

si ha pi[pf,....pl(x1, ... xm) = pE(pi (%), ..., pli(X)) = pi’(X). Inoltre Op(A) e
Proj(A) sono rispettivamente il pitt grande e il piti piccolo clone su A.

Esempio A.60. Consideriamo l'insieme Zj,[x1, . .., x,] delle funzioni lineari a coeffi-
cienti in Z da R" in R, cioe quelle del tipo ayx; + ax2 + - - - + a,x, con a; € Z per
i < n. Mostriamo che U,cn Ziin[X1, - - -, Xn] € un clone su R. Osserviamo che tut-
te le proiezioni sono descrivibili come funzioni di questo tipo perché la proiezione
sulla componente k-esima & data dal polinomio x; (visto come un polinomio nelle
variabili x1,...,x,). Inoltre U,en Ziin[X1, - - -, Xx] & chiuso per composizione genera-
lizzata. Consideriamo infatti f(x1,...,%,) = a1x1 4+ - + ayXy € Zyn[x1,..., %] €
p1(x1, .o, Xk), oo, Pu(X1, ..., Xk) € Zyn[x1, ..., x¢], allora

fxg, .o, x0)[p1(x1 ),...,pn(xl,...,xk)](ql,...,qk):

(a1x1 +oFanxy)[pr(xn, o %), e, X)) (G, k) =
= (mx1 4+ anxn)(pr(q1, - Q) Pu(q1, -, k) =

=

p1(q, - q0) A an - pu(qa, -, qx) € Zin|xa, - - -, Xk

Quindi U,en Ziin[X1, - - -, X»] € un clone su R. Similmente le funzioni del tipo a1x; +
-+ ayx, +bconay,...,a,b € Z formano un clone su R. Un ulteriore esempio di
clone su R e dato dai polinomi a coefficienti in Z

Definizione A.61

L'intersezione di cloni su un insieme & ancora un clone, quindi possiamo definire
per F C Op(A) il clone generato da F come

Clo?(F) :=[){c|c clonesu Ae F C C}.

Si vede facilmente che Clo(—) & un operatore di chiusura che induce il reticolo
(completo) dei cloni su un insieme A, indicato con .Z;; 4. Definiamo anche
Clo(F) := C1o®(F) N Op,(A).

Teorema A.62
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Sia A un insieme e F C Op(A). Definiamo:

Fy := FU Proj(A)
Foy1 =FE.U{flg1,-.-,8] | f€F g1,...,9n € F.NOpx(A) per qualche k € N}.

Allora C1o4(F) = Uyen Fu-

Dimostrazione. Chiamiamo F := (,,en Fu-

Per induzione proviamo che F, C Clo?(F) per ogni n € IN. Per il passo base si
osserva che Fy = Proj(A) C Clo”(F). Per il passo induttivo basta osservare che se
flg1,---,gu] € Fys1 \ Fy allora poiché g1,...,4n € F, C Clo?(F) e f € F, la composi-
zione generalizzata f[g1,...,91] € CLo(F) per la proprieta 2. di un clone. Dunque
F C C104(F).

Per 'inclusione opposta ¢ sufficiente mostrare che F & un clone contenente F. Ma
poiché Fy C F, F contiene tutte le proiezioni. Inoltre per ogni f € F di arieta k, abbiamo
f = flpk,...,p}] € Fi C F. Resta da dimostrare che F & chiuso per composizione
generalizzata. In particolare proviamo che se f € F, e 1, ...,8k € Fy sono della stessa
arieta, allora f[g1,...,8k] € Futm. Procediamo per induzione su n. Se n = 0 considero
f € Fy (quindi f & una proiezione) e g1,...,8x € Fun; allora f[g1,...,8] = &i per
qualche i < k. Dunque f[g1,...,8x] € Fot+m = Fu. Per il passo induttivo consideriamo
f € Fy41 \ Fr. Allora devono esistere f1 € F di arieta t e hy,...,h € F, tali che
f = fill, ..., hi]. Notiamo che l'arieta delle i; per j < t deve essere uguale a quella di
f. Se prendiamo g1, ..., gk € Fu, per ipotesi induttiva 1} := hj[g1,...,8k] € Fuym. Ma

flgr - g = (falh, - me]) (g1, - gl = filhd, o By € Fagagm. O

Osservazione A.63. 1l reticolo dei cloni di un insieme A, %, 4 € algebrico. Equivalente-
mente Clo”(F) = J{Clo?(K) | K Cgy, F}.

Osservazione A.64. Sia A & un insieme e F un qualsiasi insieme di operazioni su A.
Definendo

Go = {p}, P5, .-, Pk}
Gn+1 = GnU{f[gl,...,gl] |f€F, 81,---,81 EGn}

; ALY —
si ha che Clof'(F) = U,en Ga-
Per provare che ci0 e vero basta dimostrare per induzione su n che
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Esempio A.65. Sia A = Qe F = {+, —,-.1}. Troviamo C1o3(F).
Go = {pi, 3} = {x,y}
Gi=GoU{x+yx+xy+y, —x, —yx-y,x X,y -y}

= {le 2% —X, _y/ le y21x+y/ xy/ ]-/ X, y}
Go=G U{xy+2x, x> —x2y(x +y),x—x=0,1+1=2,...}

G, =

E facile intuire che
Clo2(F) = Z[x,y]

Definizione A.66

Dato un insieme A e un insieme di operazioni su A, F, definiamo PolA(F ) =
CloA(F U A?), dove A° & l'insieme delle operazioni O-arie. Analogamente definia-
mo Pol#(F) := Clof(F U A%) per ogni n € IN.

Osservazione A.67. Se A=QeF ={+,—,-1}
PoI2(F) = Q[x, y].

Definizione A.68

Se o = (A,F) & un’algebra, chiameremo clone delle operazioni definibili
l'insieme Clo4(F) e lo indicheremo con

Clo(&) := Clo?(F).

Similmente chiameremo clone dei polinomi su < l'insieme Pol“(F) e lo indi-
cheremo con

Pol(<7) = Pol?(F).
Inoltre chiamiamo Clo, (/) := CloZ (F) e Pol, (<) := Pol(F) per ognin € N.

Osservazione A.69. Spesso non c’e differenza nel considerare un’algebra (A, F) oppure
un’algebra (A, C1o?(F)).
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Esempio A.70. Sia 2 := {{0,1},A,V,—,0,1}. Osserviamo che per il teorema di
completezza funzionale Clo(2) = Op(2).

Teorema A.71

Per ogni algebra </ e per ogni n € IN, Clo, (<) ¢ il sottouniverso dell’algebra <7 (A")
generato dalle proiezioni p},p5,...,pr. Pol,(</) e il sottouniverso generato dalle
proiezioni pY, ..., py e da tutte le operazioni costanti su A.

Dimostrazione. Ricordiamo il teorema 1.19 e compariamolo con la caratterizzazione
A.62. Osserviamo quindi che e sufficiente dimostrare che

£ g1 gk) = flgn e gl
In effetti f" (g1,...,2)@) = 7" (¢1(a, ..., g (a). O

Esempio A.72. Consideriamo un’algebra (A, {f,g}) dove A = {0,1,2}. Siano f, g
operazioni unarie, definite dalla seguente tabella:

p—

o
N|O| O~
—_

Vogliamo capire com’e fatto Clo (/) < &/ = .
osserviamo che se 11 € un’operazione unaria su A, & possibile rappresentarla come una
terna (h(0), h(1),h(2)).

Quindi pl = ( ) 0,1,2) (1,0,1)
f =1(002) \
= (L01) (0,1,0) ——— (0,0,@
( ) /
@o,z) (1,1,1)

Nella figura precedente le terne rappresentano tutte le operazioni in Cloj (<),
mentre le frecce verdi e rosse rappresentano rispettivamente la composizione con f e
con g.

Osserviamo che, partendo dall’algebra </ con due operazioni unarie, abbiamo
ottenuto (costruendo Clo; (7)) un’algebra dello stesso tipo.
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Esercizio A.73. Sia & = ({0,1,2},) con - operazione binaria definita da:

0|12
0/(0/0]0
1/0[0]0
210|012

1. Determinare Clo,(A) per n < 3.
2. Mostrare che | Clo, (/) |=n+2" — 1.

A.9 RELAZIONI INVARIANTI

Definizione A.74

Sia A un insieme, f € Op,(A) e 0 € Rely(A), cioé 6 relazione k-aria su A. Diremo
che f preserva 0, in simboli f |: 6 se vale la seguente proprieta. Se

(11, %12, -+, X1%), (X21, %22, o, X0k )+ oo (Xn1, Xn2, o oo, X)) €0
allora
(f (11, %12, o x1k), f (%21, %22, oo X0k),+ oo f (X1, Xn2,s -, Xi) ) € 6.

Diremo anche che 6 ¢ invariante per f.

La definizione diventa piti semplice con la notazione matriciale:

X11 X12 ... X1 € 0
Xp1 X ... X €0
Xyl Xn2 ... Xp €0
A

m a ... a €60

Lemma A.75. Sia 6 una relazione k-aria e f un’operazione, entrambe su A. Allora f preserva
0 se e solo se 6 & un sottouniverso dell’algebra (A, f)F.

Dimostrazione. Sia Xj = (Xi1, Xip, ..., Xinp) peri=1,...,n.
Dire che 6 & un sottouniverso di (4, f)F & equivalente a dire che se ¥; € 6 allora
fAk(x_l,...,x_n) € 6. Ma

k, -
A, %) = (FAan %1, - %), fA (12, %22, -+, Xn2), -+ o0 FA(R0k Xk - ) X))
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O]

Definizione A.76

La relazione |: si pud estendere a insiemi. Se F C Op(A) e ® C Rel(A) allora
scriviamo

FI:© <> VfcFeV0c® f|:0

Definizione A.77

Se F C Op(A) e ©® € Rel(A) definiamo

R(F):={c €Rel(A) | F|:0}

F(0)={geOp(4)|gl: O}

Gli elementi di R(F) sono detti invarianti sotto F, mentre gli elementi di F(©®)
sono detti polimorfismi di ©.

Notiamo che gli operatori F e R sono definiti come © e < rispetto alla relazione |:.
Infatti
R(F):={c €Rel(A) | f|:cVfeF} =F"
F(O)={g€O0p(A)|gl|:0V0 €O} =0O°.
Ne deriva immediatamente che R e F formano una connessione di Galois e dunque

che R o F e F oR sono due operatori di chiusura. Vediamo ora chi sono i chiusi
rispetto a questi operatori di chiusura.

Teorema A.78

Per ogni insieme A e ® C Rel(A) si ha che F(©) é un clone. Inoltre se A ¢ finito, tutti
i cloni hanno questa forma.

Dimostrazione. Notiamo prima di tutto che le proiezioni preservano qualsiasi relazione.
Consideriamo quindi la proiezione i-esima di arieta n p! e una relazione k-aria 6 €
Relg(A). Siano inoltre X; := (xp1, Xp, ..., Xy per I < ne Xj = (xqj, X2j, ..., Xyj) per j < k.
Supponiamo che x; € 6 per ogni [ < n, allora

(p?(f\l)/p?(@)rlp?(ﬁ()) = (xillxiZI"‘l‘xik) :x_l €0



A.9 RELAZIONI INVARIANTI

Infatti p} (X;) = p}'(x1j, X2j, ..., Xnj) = x;; per ogni j < k. Ne concludiamo che tutte le
proiezioni appartengono a F ().

Rimane da mostrare che F(®) & chiuso per composizione generalizzata. Prendiamo
dunque f,g1,...,8 € F(®) con f di arieta t e g,..., g di arieta n. Sia € © con
6 C Ak, Supponiamo che ¥; = (xj1,...,x5) € 0 per i < n. Poiché g1,...,9: e f
preservano 0 si ha:

g1(x%1) g1(x2) g1(%x) €
$2(%1) $2(%2) 82(%k) €0
gt('x/\l) gt(‘xAz) gt(‘xAk) 6‘9
f f r
fg1(x),...,8(%)) f(g1(%2),...,8(%2)) ... f(g1(%x),..., (%)) €6
I Il I
flg1,- gla flg1, .., g% flg1, ., g% S

Abbiamo ottenuto che f[g1,...,4:] preserva 6. Quindi F(®) contiene tutte le
proiezioni ed e chiuso per composizione generalizzata, cioé & un clone.

Proviamo ora la seconda parte dell’enunciato. Consideriamo A finito, quindi per
ogni n € IN possiamo scrivere A" = {a{’,aﬁ’,...,a';(n)}. Sia C un clone su A e sia
Cn) = CNOpu(A). Allora per ogni n € IN e per ogni g € C(,y definiamo

g = (300, g(ad), - g(@l))) e 6= {g]g € Cuy} AW,
Dimostriamo che C = F ({6, | n € N}).
Sia f € Cy, dimostriamo che f € F({0, | n € IN}). Fissiamo n € N e

consideriamo X; := (Xi1, Xi2, - - -, Xjt(n)) € Oy per i < k. Allora, per definizione di
On, esistono g1,..., gk € C(y) tali che X; = g; per ogni i < k. Vogliamo provare che

(f(x11, %21, -+, Xk1), - -+ f(X1(n)s X2t(n)r -+ -+ Xkt(m))) € On
<(f(81(a1),82(a1) -, 8k(a1)), - -, f(81(ak)), &2(af()) s - - -+ 8k(al)))) € On
<(flgr - &lar), ..., flgr -, &l () € On

—_—

<:>f[g1/---/gk] €0,

Ma, poiché C & un clone, f[g1,...,8k] € Cy, cioe f[g:jgk] € 60,. Quindi f |: 6,
perognin € N = f € F({6, | n € N}).
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Consideriamo f € F ({6, | n € N}) con f di arieta k e g1,...,8 € C(,), allora
$1,---,8k € 0,. Ma, siccome f preserva 6, per ogni n € IN si ottiene che
(f(g1(a)), g2(at) ..., gk(a1)), -, f(81(a3n), &2(af()), - - s 8k (1)) € Bn
= (Flgnr o gl @), £1g1 g6 al)) € 6,
=flg1,.-., 8k € Cn

Poiché quanto detto vale per ogni g1,...,8x € C(), possiamo prendere g; :=
pk per ogni i < k. In questo modo si ottiene che f[pk, p5,...,pk] € C, ma

fIP5 ps, . il = f,dacui f € C.
]

Definizione A.79

Sia &/ = (A, F). Definiamo una traslazione elementare come 'operazione unaria

della forma
f(all az, ..., 4i-1,%,ai4+1,-- -, a?l)

con f € Feay,...,a, € A. Denotiamo l'insieme di tutte le traslazioni elementari
con F( )

Esempio A.80. Se (G,-,~!,1) & un gruppo e g € G, l'operazione -¢(x) = ¢ - x & una
traslazione elementare.

Teorema A.81

Sia o/ = (A, F) un’algebra e 6 una realzione di equivalenza su A. Le seguenti sono
equivalenti:

(a) 0 & una congruenza;
(b) Clo() |: 6;
(c) Pol() |: 6;
(d) Poly(/) |: 6;

(6) P(A) |2 0.
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Dimostrazione. Per ipotesi § € una relazione di equivalenza, quindi per essere una

congruenza resta da verificare la compatibilita rispetto alle operazioni fondamentali.

Ma questo vuol dire esattamente che F |: 6, cioe il punto (a) & vero se e solo se F |: 6.
Notiamo che F C Clo(«) C Pol(</), quindi, applicando la R si ottiene

R(Pol(</) C R(Clo(«7) C R(F).

Cio dimostra le implicazioni (¢) = (b) = (a).
In maniera simile: F 4y C Poly(</) C Pol(</) e applicando R si ha

R(Pol(</)) € R(Poly (7)) € R(Fa))

quindi (¢) = (d) = (e).

Mostriamo che (a) = (c). Per il teorema A.78 F(6) & un clone. Poiché 6 ¢ riflessiva
Opo(A) C F(6), inoltre, siccome 0 & una congruenza, F |: 6 quindi F C F(0). Ma
allora Pol(«/) = Clo(FU A%) C F(6), che prova la (c).

Infine assumiamo (e), cioé che F ) |: 0, e mostriamo (a), cioé che F |: 0. Sia f € F e
a; =g b; per i < n. Vogliamo dimostrare che f(a) =¢ f(b). Definiamo per i < n

gi(x) - f(bll b2/ ey bi—l/ X, ai—i—l/ai—‘rZ/ ce. /an) S F(A)
Ogni g; € una traslazione elementare, dunque g;(a;) =g gi(b;). Allora si ha
f(@) = g1(a1) =6 g1(b1) = g2(a2) = g2(b2) = - -+ = gu(an) =p gu(bu) = f(b)

quindi, per la transitivita di 0, f(a) = f(b). O
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