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Un peu d’histoire

Le concept de logique flou a été conçu par Lotfi Zadeh en 1962, pas
présenté comment un méthodologie pour le contrôle, mais comment une
façon de exploiter donnés en permettent une appartenance partial aux
ensembles plutôt que une appartenance bivalent.
Zadeh argument que les gens n’ont pas besoin des informations précise, et
de toute façon ils ont un bon contrôle adaptif.
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Plus formellement...

Un sous-ensemble flou A de un ensemble (classique) X est caractérisé en
associent à chaque élément x ∈ X le degré de appartenance de x dans A.

Example

X est l’ensemble de les gens et A est l’ensemble des gens âgés dans X .

Luca Spada (Università di Siena) Logique Multi-Valeur 22/09/2005 5 / 54



Plus formellement...

Un sous-ensemble flou A de un ensemble (classique) X est caractérisé en
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Example

X est l’ensemble de les gens et A est l’ensemble des gens âgés dans X .
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Mais qu’est-ce que flou signifie

Ensemble flou, logique flou, contrôle flou, variables linguistiques flou,
...

Zadeh a précisé une notable division dans la logique flou :

Logique flou au sens strict et au sens plus général

[Zadeh, L. : Preface, in Fuzzy logic technology and applications. IEEE Technical

Activities Board 1994]
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Logique flou au sens général

C’est la partie plus vieille, mieux connu, pesamment utilisé, mais qui
ne demande pas des questionnes profondes

Cela sers principalement comme appareil pour les contrôles flou, pour
l’analyse des proprietés flous du langage e pour plusieurs des autres
applications.

C’est le du calcul doux, c’est-à-dire méthodes de calcul qui tolèrent
sous-optimalité imprecisiones et qui donnent des solutions simples et
suffisamment bones.
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sous-optimalité imprecisiones et qui donnent des solutions simples et
suffisamment bones.
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Logique flou au sens strict

C’est la logique symbolique avec une notion de vérité comparative
développé dans un esprit completement classique, c’est-à-dire il y a
des :

I syntaxe
I sémantiques
I axiomatisation
I déductions préservent la vérité
I etc...

Cette logique flou est relativement jeune, c’est utile aussi bien comme
fondement de la logique flou au sens général que comment une
logique de intéresse indépendant
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Notions de base
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Hájek’s book

La majeur partie du matériel ici présenté peux être trouvé dans le livre :

[Hájek, P. : Metamathematics of fuzzy logic. Kluwer 1998].

Plusieurs des idées et des méthodes ont été introduit dans ce livre pour la
première fois.
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On commence avec connectives

Quelle type de hypothèse on dois faire ?

On veut généraliser la logique classique, en étendent se ensemble de
valeurs de vérité.

La conjonction doit être : commutative, associative, non décroissant.

Si nous voulons une Logique la conjonction doit être corrélée avec
l’implication
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T-normes
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T-normes...

Definition

Une t-norme ∗ est une fonction de [0, 1]2 à [0, 1] qui est

associative and commutative

non décroissant dans les deux argumentes, x1 ≤ x2 impliques
x1 ∗ y ≤ x2 ∗ y et x1 ≤ x2 impliques y ∗ x1 ≤ y ∗ x2

1 ∗ x = x et x ∗ 0 = 0
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...et ses residua

Definition

Soit ∗ une t-norme continue. L’opertation (unique) x ⇒ y satisfaisant le
conditionnes suivantes :

(x ∗ z ≤ y) si, et seulement si z ≤ (x ⇒ y)

savoir : x ⇒ y = max{z | x ∗ z ≤ y} s’appelles residuum of ∗
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Exemples

 Lukasiewicz t-norme : x ∗ y = max{0, x + y − 1} ;
et son residuum x ⇒ y = min{1, 1− x + y}

Gödel t-norme : x ∗ y = min{x , y} ; et son residuum

x ⇒ y =

{
1 si x ≤ y

y autrement

Product t-norme : x ∗ y = x · y ; et son residuum

x ⇒ y =

{
1 si x ≤ y

y/x autrement

Remarque. Les t-normes susdit forment un systeme complet au sens où
chaque autre t-norme est localement isomorphe a une ceux.

Luca Spada (Università di Siena) Logique Multi-Valeur 22/09/2005 15 / 54



Exemples

 Lukasiewicz t-norme : x ∗ y = max{0, x + y − 1} ;
et son residuum x ⇒ y = min{1, 1− x + y}
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Gödel t-norme : x ∗ y = min{x , y} ; et son residuum

x ⇒ y =

{
1 si x ≤ y

y autrement

Product t-norme : x ∗ y = x · y ; et son residuum

x ⇒ y =

{
1 si x ≤ y

y/x autrement

Remarque. Les t-normes susdit forment un systeme complet au sens où
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La logique associée

Lors que on fixe une norme nous obtenons un calcul logique, ça suffit de
interpréter la t-norme comme la fonction de vérité de la conjonction.

Definition

Le calcul des propositions PC(*) a des variables propositionnelles
p1, . . . , pn, ..., connectives & and →. Le formules sont construit comme
d’habitude. Plus des connectives sont définit :

ϕ ∧ ψ = ϕ&(ϕ→ ψ)

ϕ ∨ ψ = (ϕ→ ψ) → ψ ∧ (ψ → ϕ) → ϕ

¬ϕ = ϕ→ 0

ϕ↔ ψ = (ϕ→ ψ)&(ψ → ϕ)
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Evaluation

Definition

Une évaluation e est une fonction des variables propositionnelles vers [0, 1]

Ce la s’étend a une fonction sur toutes les formules selon les suivantes
obligations :

e(0) = 0

e(ϕ&ψ) = e(ϕ) ∗ e(ψ)

e(ϕ→ ψ) = e(ϕ) ⇒ e(ψ)

Definition

Une formule ϕ de PC(∗) est une 1-tautologie ssi on a pour toutes les
évaluations e(ϕ) = 1
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Luca Spada (Università di Siena) Logique Multi-Valeur 22/09/2005 17 / 54



La logique BL

Definition

Le suivants sont les axiomes de la Logique BL

(ϕ→ ψ) → ((ψ → θ) → (ϕ→ θ))

(ϕ&ϕ) → ϕ

(ϕ&ψ) → (ψ&ϕ)

(ϕ&(ϕ→ ψ)) → (ψ&(ψ → ϕ))

(ϕ→ (ψ → θ)) → ((ϕ&ψ) → θ)

((ϕ→ ψ) → θ) → ((ψ → ϕ) → θ) → θ)

0 → ϕ
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Le théorème de déduction

Theorem

Soit T une théorie et ϕ,ψ formules. T ∪ {ϕ} ` ψ ssi il y a un n t.q.
T ` ϕn → ψ

Pour comprendre mieux la logique on essaye de trouver une
sémantique algébrique

On fait tout dans l’esprit de la logique classique
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On fait tout dans l’esprit de la logique classique
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Les algèbres BL

Definition

Un réticule residué est une structure A = 〈A, ∗,⇒,∧,∨, 0, 1〉 où

〈A,∧,∨, 0, 1〉 est un réticule avec max et min, respectivement 1 et 0

〈A, ∗, 1〉 est un monoide commutative

∗ and ⇒ forme une paire adjoint, i.e. z ≤ (x ⇒ y) ssi x ∗ z ≤ y

Definition

Un réticule residué A = 〈A, ∗,⇒,∧,∨, 0, 1〉 est une algèbre BL si ce la
satisfait

x ∧ y = x ∗ (x ∧ y) (divisibilité)

(x ⇒ y) ∨ (y ⇒ x) = 1 (pre-linearité)
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Un réticule residué est une structure A = 〈A, ∗,⇒,∧,∨, 0, 1〉 où
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satisfait

x ∧ y = x ∗ (x ∧ y) (divisibilité)

(x ⇒ y) ∨ (y ⇒ x) = 1 (pre-linearité)
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L’algèbre de Lindenbaum-Tarski

Definition

Soit T une théorie sur BL. Pour chaque formule ϕ soit [ϕ]T l’ensemble
des formules ψ tel que T ` ψ ↔ ϕ.

on définit

0 = [0]T

1 = [1]T

[ϕ]T ∗ [ψ]T = [ϕ&ψ]T

[ϕ]T ⇒ [ψ]T = [ϕ→ ψ]T

[ϕ]T ∩ [ψ]T = [ϕ ∧ ψ]T

[ϕ]T ∪ [ψ]T = [ϕ ∨ ψ]T

Cette algèbre sera LT
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Quelque lemme

Lemma

LT est une algèbre BL

Definition

Si L est un reticule, un filtre F est un sous-ensemble non vide de L tel que

Si a, b ∈ F alors a ∩ b ∈ F

Si a ∈ F et a ≤ b alors b ∈ F

Un filtre est appelé premier si pour tous les x , y ∈ L soit (x ⇒ y) ∈ F soit
(y ⇒ x) ∈ F
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Quelque lemme

Lemma

Soit L une algèbre BL et F un filtre. On definit

x ∼F y ssi (x ⇒ y) ∈ F et (y ⇒ x) ∈ F

alors

∼F est une congruence et le quotient correspondent L/ ∼F est une
algèbre BL

L/ ∼F est linéairement ordonné ssi F est premier
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Quelque lemme

Lemma

Soit L une algèbre BL et a ∈ L, avec a 6= 1,alors il y a un filtre premier qui
ne contient pas a

Lemma

Tous les algèbres BL sont produite sousdirect de algèbre BLs linéairement
ordonné
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Complétude

Theorem

Les algèbres BL forment la sémantique algébrique pour la logique BL.
C’est-à-dire chaque fois une formule φ est prouvable dans BL, alors ce la
est vrais dans toutes le algèbre BL

Theorem (Cignoli et al.)

BL est la logique de toutes les t-normes continues. C’est-à-dire si une
formule φ est prouvable dans la logique BL, alors ce la est vraie pour
toutes les t-normes ∗
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L’importance de BL

La logique BL est important pour deux raisonnes

C’est un système formel qui prouve toutes les propriétés communes a
les t-normes .

C’est une logique importante parce-que cela généralise les logiques
donnée par les trois t-normes les plus important. En effet on peut
retrouver le trois calculs logiques simplement en adjoignent un (ou
deux) axiomes au système BL.
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La logique de  Lukasiewicz
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La logique de  Lukasiewicz

On rappelle que la t-norme de  Lukasiewicz et son residuum sont :

x ∗ y = max(0, x + y − 1) et x ⇒ y = min(1, 1− x + y)

Cela c’est la t-norme la plus connu et utilisée pour se bonnes
propriétés :

I C’est continue aussi comme son residuum
I Sa négation est la plus intuitive et aussi continue
I Ce permet des formules qui ne sont pas consistent en logique classique,

comme x ↔ ¬x
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Le système  L

Definition (old style)

La logique de  Lukasiewicz a les axiomes suivants :

ϕ→ (ψ → ϕ)

(ϕ→ θ) → (θ → ψ) → (ϕ→ ψ)

(¬ϕ→ ¬ψ) → (ψ → ϕ)

((ϕ→ ψ) → ψ) → ((ψ → ϕ) → ϕ)

Theorem (nouvelle definition)

La logique de  Lukasiewicz est la logique BL plus l’axiome suivant :

x = (x → 0) → 0
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Les algèbre MV

Definition

Une algèbre de  Lukasiewicz (aussi connu comme : algèbre MV, ou algèbre
de Wejsbergh, ou ...) est une algèbre BL qui satisfait l’axiome suivante :

x = (x ⇒ 0) ⇒ 0
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Résultés sur  L

Theorem (Complétude)

La logique de  L est complète respect à la classe des algèbres MV.

Definition

Soit G = 〈G ,+,≤, 0〉 un groupe abélien totalement ordonné (o-groupe en
un mot) et soit e un élément positif. MV (G , e) est une algébre
A = 〈A,⇒, 0〉 dont domaine est A = [0, e] et

x ⇒ y =

{
e si x ≤ y

e − x + y autrement
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Résultés sur  L

Theorem (Représentation, Mundici 86)

Il y a une equivalence catégorielle entre l.o.-groups avec unité forte et
algèbre MV.

Theorem (Complétude standard)

 Lest standard complet. C’est-à-dire, si une formule ϕ est vraie en [0, 1]L ce
la peut être prouvée dans  L.
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La logique de Göedel
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La logique de Göedel

On rappelle que la t-norme de Göedel et son residuum son :

x ∗ y = min(x , y) et x ⇒ y = x ⇒ y =

{
1 si x ≤ y

y otherwise
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Le système G

Definition

Une algèbre de Göedel est une algèbre BL qui satisfait les axiomes
suivantes

x = x ∧ x
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Résultats sur G

Theorem (Complétude)

La logique G est complèt respect à la classe des algèbre de Heiting qui
satisfait pre-linearité.

Theorem (Complétude standard)

G est standard complet. C’est-à-dire, si une formule ϕ est vraie en [0, 1]G
ce la peut être prouvée dans G.
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La logique du produit
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La logique du produit

On rappelle que la t-norme produit et son residuum son :

x ∗ y = x · y et x ⇒ y =

{
1 si x ≤ y

y/x otherwise
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Le système Π

Definition

Une algèbre Π est une algèbre BL qui satisfait les axiomes suivantes

¬¬θ → ((ϕ ∗ θ → ψ ∗ θ) → (ϕ→ ψ))

ϕ ∧ ¬ϕ→ 0
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Résultats sur Π

Theorem (Completude)

La logic Π est complète respect a la classe des algèbres Π.

Theorem (Complétude standard)

Π est standard complet. C’est-à-dire, si une formule ϕ est vraie en [0, 1]Π
ce la peut être prouvée dans Π.
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Sujets avancé
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Compacité
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Le concept généralisé

C’est naturel de adjoindre plusieurs degrés de satisfiabilité pour les
formules

Definition

Soit Γ un ensemble des formules de une logique flou et K ⊆ [0, 1]. On dit
que Γ est K-satisfiable si il y a une évaluation e t.c. e(ϕ) ∈ K pour toutes
ϕ ∈ K . On dit que une logique est K -compact si finitement K -satisfiable
est équivalent à K -satisfiable. On dit que une logique a la propriété de
compacité si c’est K -compact pour tous les K fermé.

Definition

Un sous ensemble non vide K de [0, 1] est de type C si 0 6∈ K ou 1 6∈ K .
En autre, si K est du type C on définit des autres types : C0 si 0 ∈ K , C1

si 1 K , C0̄ si 0 6∈ K , C1̄ si 1 6∈ K , C01 si 0 ∈ K ou 1 ∈ K
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Résultats positives

La logique de  Lukasiewicz a la propriété de compacité

La logique de  Lukasiewicz n’est pas K -compact pour aucun sous
ensemble non compact de [0, 1] de type C

Si K est du type C1 alors la logique de Göedel et produit sont
K -compactes

Luca Spada (Università di Siena) Logique Multi-Valeur 22/09/2005 44 / 54



Résultats positives

La logique de  Lukasiewicz a la propriété de compacité
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Résultats negatives

La logique de Göedel n’a pas la propriété de compacité

La logique produit n’a pas la propriété de compacité

... et plusieurs d’autres
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 LΠ logic
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Les algèbres  LΠ

Definition

Une algèbre  LΠ est une structure

L = 〈L,⊕,−L,⇒Π, ∗Π, 0L, 1L〉

où :

1 〈L,⊕,−L, 0L〉 est une MV algèbre

2 〈L,⇒Π, ∗Π, 0L, 1L〉 est une Π algèbre

3 x ∗Π (y 	 z) = (x ∗Π y)	 (x ∗Π z)

4 ∆(x ⇒L y) ⇒L (x ⇒Π y) = 1L
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3 x ∗Π (y 	 z) = (x ∗Π y)	 (x ∗Π z)

4 ∆(x ⇒L y) ⇒L (x ⇒Π y) = 1L
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Les algèbres  LΠ

Definition
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Résultats sur  LΠ

Theorem (Complétude)

 LΠ ` ϕ si, et seulement si, dans toues les algèbres  LΠ on a ϕ = 1.

Theorem (Complétude standard)

 LΠ ` ϕ si, et seulement si, dans l’algèbre  LΠ sur l’intervalle réel [0, 1] on a,
ϕ = 1.

Theorem

La catégorie des algèbres  LΠ et la catégorie des champ linéairement
ordonné sont équivalent.
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La logique  LΠ avec un opérateur de point fixe
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La logique  LΠ avec un opérateur de point fixe

Le points fixes sont présent dans plusieurs parts des mathématiques,
logique et informatique

En logique ces sont basés sur des opérateurs défini sur structures du
première ordre

Leurs existence est basée sur le théorème du point fixe de Tarski

En la logique propositionnel il semble n’exister pas une tel solution...

...mais en la logique propositionnel multi-valeur on peut regarder au
formules comme de fonctiones de [0, 1] dans se même.

Theorem (Brouwer 1910)

Every continuous function from a convex compact to itself has a fixed
point
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En la logique propositionnel il semble n’exister pas une tel solution...

...mais en la logique propositionnel multi-valeur on peut regarder au
formules comme de fonctiones de [0, 1] dans se même.

Theorem (Brouwer 1910)

Every continuous function from a convex compact to itself has a fixed
point
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logique et informatique

En logique ces sont basés sur des opérateurs défini sur structures du
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La logique µ LΠ

Definition

La logique  LΠ avec point fixe (ou en un mot, la logique µ LΠ ) a la théorie
suivant :

1 Tous les axiomes de la logique  LΠ

2 µ.x(T (x)) ↔ T (µ.x(T (x)))

3 (
∧

i≤n ∆(pi ↔ qi )) → (µ.x(T (p1, ..., pn)) ↔ µ.x(T (q1, ..., qn)))

4 La règle de déduction T (p)↔p
µ(T (x))→p
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suivant :

1 Tous les axiomes de la logique  LΠ

2 µ.x(T (x)) ↔ T (µ.x(T (x)))

3 (
∧

i≤n ∆(pi ↔ qi )) → (µ.x(T (p1, ..., pn)) ↔ µ.x(T (q1, ..., qn)))
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Résultats sur la logique µ LΠ

Theorem (Complétude)

µ LΠ ` ϕ si, et seulement si, dans toues les algèbres µ LΠ on a ϕ = 1.

Theorem (Complétude standard)

µ LΠ ` ϕ si, et seulement si, dans l’algèbre µ LΠ sur l’intervalle réel [0, 1]
on a, ϕ = 1.

Theorem

La catégorie des algèbres µ LΠ et la catégorie des champs réels fermé sont
équivalent.
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Théorie de la démonstration
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Théorie de la démonstration

Il n’y a pas de temps pour ça ! !
Consultez la page web de George Metcalfe :
http://www.dcs.kcl.ac.uk/pg/metcalfe/
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